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Resumo 
O conceito matemático de razão/proporção está, historicamente, ligado às mais 
elementares atividades aritméticas enquanto instrumento que permite “comparar” 
(medir, contar, enumerar, etc.). Por isso mesmo, encontramo-lo, desde os primórdios da 
História da Matemática, alvo de estudo e de registos, mais ou menos detalhados, como 
os que atribuímos, por exemplo, à denominada Escola Pitagórica (Crotona, séc. VI e V 
a. C.) ou os que encontramos plasmados nos próprios Elementos de Euclides (datados 
do séc. III a. C.).  
Por outro lado, o conceito de razão/proporção mantém-se, tanto quanto nos é 
dado ajuizar pelos programas curriculares da atualidade, como conceito elementar 
(ensinado/aprendido desde as primeiras fases de escolaridade) e estruturante 
(relacionado com muitos outros conceitos e com muitas outras áreas do conhecimento). 
Sabe-se, contudo, que, hoje em dia como no passado, o conceito de 
razão/proporção é um conceito que, mesmo que não apresente dificuldades explícitas e 
reconhecidas no seu ensino, tem, seguramente, dificuldades implícitas de aprendizagem 
(basta recordarmos as confusões que inúmeros alunos fazem com os múltiplos conceitos 
derivados/associados ao de proporção, tais como “fração”, “razão” ou número 
racional). 
Numa altura em que os professores de Matemática se debatem entre a 
obrigatoriedade de tornarem a Matemática atrativa (em especial entre os seus alunos) e 
o desafio que é o de lidarem com uma massificação de aprendizes com características 
muito diferenciadas e a existência de teorias de ensino de influências muito diversas, 
nós próprias vimos aqui defender o recurso a episódios histórico-matemáticos com 
premente atualidade na resolução dos desafios enunciados. Na história fascinante do 
conceito de razão/proporção encontramos, em particular, diversos elementos 
merecedores de uma investigação cuidada. 
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Abstract 
The mathematical concept of reason / proportion is historically linked to the 
very early registered mathematics. In fact, many elementary arithmetical activities 
involve instruments which allow us to compare things (measuring; counting; 
enumerating, etc) and our concept of reason/proportion fully complies with such human 
need. On the other hand, the concept of reason / proportion still remains, as much as we 
can judge from the actual curricular programs, an elementary (taught/learnt from the 
early stages of schooling) and a structuring concept (related to a lot of other concepts 
and  plenty of other areas). 
In the present investigation, we have conducted studies on the history of the 
mathematical concept of reason/proportion and on some associated concepts. We have, 
in particular, research on works related to the so called Pythagorean School (Crotona, 
VI and V centuries B. C.) and enshrined in the Euclid’s  Elements (dated to the III 
century B.C.). 
We have, for example, been able to recognize that difficulties on 
learning/teaching/ dealing with our concept of reason / proportion are presented in 
historical literature but they may also be found in present days (where it is clearly 
recognizable in our pupils’ acquisition and understanding of the multiple forms for 
“fractions”, “decimal numbers” or “rational numbers” themselves).  
At a time where mathematics teachers deal with finding motivation for their 
pupils’ learning and searching for attractive problems/activities for presenting 
mathematics to them, teachers also have to cope with the massification of teaching in 
the schools, with the pressing for teaching mathematics to everyone (including 
recovering pupils for mathematics studies after they have, conscientiously or not, gave 
up such study), with plenty of general teaching theories and with the need to give solid 
mathematical knowledge to citizens who, nowadays, live in a global world clearly 
recognized as being a mathematical society.  Under such circumstances, we would like, 
following our investigation, to reinforce the use of historical- mathematical episodes in 
the resolution of the outlined educational challenges.  
In the fascinating history of the concept of reason / proportion we may find, in 
particular, lots of elements deserving, at least, careful reflection by mathematics 
teachers. 
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Escrever é traduzir. Mesmo quando estivermos a utilizar a nossa própria 
língua. Transportamos o que vemos e o que sentimos para um código 
convencional de signos, a escrita... 
 
 
José Saramago 
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Introdução 
São muitas e variadas as razões para se usarem ensinamentos históricos nas 
aulas de matemática e em todos os níveis de formação: desde o Ensino Básico ao ensino 
universitário pós graduado. De resto, tal como Heródoto já defendia, é “pensando o 
passado que compreendemos o presente e preparamos o futuro”. Assim, enquanto 
professores de matemática podemos recorrer quer a episódios anedóticos, quer a lendas, 
quer ainda a referências biográficas que, historicamente, acompanharam o aparecimento 
e a evolução dos conceitos matemáticos para, fundamentalmente, humanizarmos a 
própria matemática. Tornamo-nos assim veículos privilegiados de um conhecimento, o 
matemático, que pode, se não forem tidos os devidos cuidados, tornar-se 
demasiadamente tecnicista, algoritmizado. Ora, a história da matemática ensina-nos 
também a ir mais longe na aprendizagem, a sermos mais profundos, a perceber o 
“como” (se faz) mas sempre acompanhado do “porquê”. 
Atualmente, nos programas oficiais de matemática para o Ensino Básico
1
 
podemos ler várias menções à importância da história da matemática na aprendizagem 
desta ciência, entre as quais
2
 
 
(…) os alunos devem contactar com aspetos da 
História da Matemática e reconhecer o papel da 
Matemática no desenvolvimento da tecnologia e em 
várias técnicas. Na História da Matemática devem 
                                                 
1 Veja-se a referência bibliográfica nº [34]. Doravante indicar-se-á, a este propósito, tão somente o número da 
respetiva referência, eventualmente complementado com a página a que se reporta a citação. 
2 [34], p. 10. 
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salientar-se o contributo de diversos povos e 
civilizações para o desenvolvimento desta ciência, a 
sua relação com os grandes problemas científicos e 
técnicos de cada época, o seu contributo para o 
progresso da sociedade, e a sua própria evolução em 
termos de notações, representações e conceitos, 
proporcionando uma perspetiva dinâmica sobre a 
Matemática e o seu papel na sociedade. 
 
Vamos mais longe e afirmamos que estes conceitos aprendem-se mais 
profundamente e ensinam-se de forma mais eficaz, quando se recorre à sua história. 
Em Portugal, os conteúdos matemáticos que se ensinam nos três ciclos, ditos, básicos (9 
anos de escolaridade: 4, no 1º ciclo, 2, no 2º ciclo e 3, no 3º ciclo), foram recentemente 
divididos em quatro grandes temas; a saber: “Números e Operações”, “Álgebra”, 
“Geometria” e “Organização e Tratamento de Dados”.  
O conceito matemático que exploraremos neste trabalho, o de razão/ proporção, 
aparece, naturalmente, em todos estes temas. Trata-se, em nossa opinião, de um 
conceito matemático elementar (porquanto surge desde o início da aprendizagem 
escolar) que engloba ainda todos os objetivos de aprendizagem matemática
3
: 
- a importância de desenvolver o, denominado, raciocínio lógico-dedutivo; 
- a necessidade de resolver problemas/situações/atividades do quotidiano; 
- a ligação a processos intuitivos de criatividade que, sem serem fáceis, são 
profundos e assentam em ideias presentes em todas as áreas do conhecimento (das 
ciências às artes, às humanidades, etc.). 
 
 Razão/Proporção na “Álgebra” 
 
No 2º ciclo do Ensino Básico em Portugal os alunos, entre os 10 e os 12 anos de 
idade, desenvolvem, de acordo com os pressupostos registados em programas oficiais, a 
capacidade de identificar relações e de usar a linguagem simbólica para as descrever e 
começam também a expressar relações matemáticas através de igualdades e 
desigualdades. 
Exploram-se, em particular, múltiplas situações que envolvem os conceitos de 
razão e proporção. 
                                                 
3 [11] 
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Nos objetivos específicos dos nossos programas
4
 encontramos 
 
Compreender os conceitos de razão, proporção e 
constante de proporcionalidade. 
Utilizar proporções para modelar situações e 
fazer previsões. 
Resolver e formular problemas envolvendo 
situações de proporcionalidade direta. 
 
 Razão/Proporção nos “Números e Operações”5 
 
As ideias algébricas aparecem logo no 1.º ciclo 
no trabalho com sequências, ao estabelecerem-se 
relações entre números e entre números e operações, 
e ainda no estudo de propriedades geométricas como 
a simetria. No 2.º ciclo, a Álgebra já aparece como 
um tema matemático individualizado, aprofundando-
se o estudo de relações e regularidades e da 
proporcionalidade direta como igualdade entre duas 
razões. (…) 
 
As indicações metodológicas para o 1º ciclo dizem-nos que o trabalho com os 
números racionais deve incluir também a exploração de situações que, de uma forma 
intuitiva, contribuam para o desenvolvimento da compreensão dos conceitos de razão 
e de proporção. 
Um dos objetivos específicos para os 3º e 4º anos é a resolução de problemas 
que envolvam o raciocínio proporcional. Por exemplo  
Duas bolas custam 30 €. 
Quanto custam 40 bolas? E 400 bolas? 
 
No 2.º ciclo, a aprendizagem aprofunda a compreensão da relação entre os 
números e a destreza do cálculo numérico. O conjunto dos números que conhecem é 
ampliado – tendo sempre em vista o desenvolvimento do sentido de número – com a 
inclusão dos números inteiros e racionais não negativos na forma de fração, e aqui 
                                                 
4 [34], p. 41. 
5 [34], p. 7. 
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surgem, em nossa opinião, os primeiros sinais de um ensino/aprendizagem 
potencialmente conflituoso. Na verdade, a fração é, desde logo, apresentada com 
múltiplos significados, como quociente entre dois números inteiros, na relação parte-
todo, enquanto razão, quer medida quer operador, etc. E tivessem os professores mais 
oportunidades de reflexão sobre os conteúdos matemáticos que lhes são dados ensinar e 
teríamos, certamente, o reconhecimento de que, no caso do conceito de razão/proporção 
que nos foi dado analisar na presente dissertação, estamos perante uma multiplicidade 
de definições, de representações e de resultados que não são, ao aprendiz, apresentados 
de forma coerente. Como esperar, então, que o aluno compreenda o conceito? 
 
Aliás, foi precisamente quando estava a aprender as proporções, no 6º ano, que o 
meu filho me pediu, pela primeira vez, ajuda. Estava confuso e perguntava-me então o 
numerador da fração também se chama antecedente e o denominador também se 
chama consequente? Porque é que se chama razão à fração? Reconhecemos que nem 
sempre o aluno tem oportunidade de verbalizar estas dificuldades. Reconhecemos, 
inclusive, que nem sempre o aluno as consegue verbalizar numa sala de aula e quase 
nunca um aluno tem, em casa, alguém com quem partilhar o turbilhão de ideias que tem 
na cabeça. Reconhecemos ainda que o percurso histórico seguido pelo conceito de 
razão/proporção não foi um percurso linear. Reconhecemos, finalmente, que, nestas 
condições, o conceito de razão/proporção/fração/número racional é múltilplo, é difícil 
de ensinar e, por conseguinte, dificilmente ficará bem definido e bem compreendido na 
mente do aluno.  
Além disso, podemos também constatar que o conceito de proporção mantendo-
se como conceito elementar (ensinado/aprendido desde as primeiras fases de 
escolaridade) é também estruturante porquanto está relacionado com muitos outros 
conceitos e com muitas outras áreas do saber (matemático ou não). Em suma, uma 
compreensão deficiente do conceito de razão/proporção acarreta ainda dificuldades 
posteriores de aquisição de conhecimento. 
 
Particularmente numa altura em que os professores de Matemática se debatem 
entre a necessidade de tornarem a Matemática atrativa e criarem nos alunos a noção de 
que sempre foi, e é, uma disciplina fundamental para a correta interpretação de 
fenómenos da vida real e para a resolução de problemas do quotidiano, encontramos na 
Introdução 
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história fascinante do conceito de proporção episódios matemáticos com premente 
atualidade e diversos elementos merecedores de uma investigação cuidada. 
Com este trabalho podemos descobrir que o conceito matemático de proporção 
está, historicamente, ligado às mais elementares atividades aritméticas enquanto 
instrumento que permite “comparar” (medir, contar, enumerar, etc.). Por isso mesmo, 
encontramo-lo, desde os primórdios da História da Matemática, alvo de estudo e de 
registos detalhados como nas Matemáticas do Egipto Antigo (por exemplo, em relação 
às denominadas fracções unitárias), ou os que atribuímos à denominada Escola 
Pitagórica (Crotona, séc. VI e V a. C.), ou os que encontramos plasmados nos 
Elementos de Euclides (300 a. C.), etc..  
Importa agora, mesmo antes de sumariarmos os assuntos que estudámos para 
esta nossa monografia, justificar a ordem pela qual apresentamos os tópicos 
investigados. Alterámos a cronologia dos textos abordados. As razões para esta 
alteração prendem-se com o percurso investigativo que fizemos. Iniciámo-lo com a 
Aritmética de Nicómaco de Gerasa, que se nos afigurou bem mais complicado do que 
antevíramos e que acabámos por analisar suportados pelo texto de Isidoro de Sevilha 
(que sabemos ser muito posterior, mas com uma linguagem mais simples). Abordámos, 
de seguida, o texto de Boécio (tradução/adaptação latina daquele texto de Nicómaco) e 
finalizámos com uma comparação, em nosso entender incontornável, ao texto dos 
Elementos de Euclides. Tendo sempre presente que o de Euclides é um texto anterior 
aos outros, é natural supor-se que, tanto Nicómaco como Boécio também o conheciam, 
apesar da tentativa que ambos fizeram de “recuperar” uma corrente aritmética mais 
antiga. 
 
Começamos assim, no primeiro capítulo desta dissertação por introduzir, 
historicamente, o tema das proporções partindo do texto histórico de Nicómaco de 
Gerasa (ca. 60-120) composto por dois livros e que, segundo os historiadores, é o 
primeiro texto escrito que contém a doutrina pitagórica sobre a Aritmética. Grande parte 
do segundo livro é dedicada à teoria das proporções. Um texto que se nos revelou muito 
interessante, com aspetos pedagógicos de inegável atualidade e culturalmente muito 
rico. 
Depois, no nosso segundo capítulo, comparamos o tratado de Nicómaco com 
outras abordagens, nomeadamente a de Boécio (ca 480-524) e a de Isidoro de Sevilha 
(ca 560-636).  
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Por fim, na terceira parte do nosso trabalho, comparamos os textos aritméticos 
anteriores com o conteúdo aritmético da obra ímpar do saber matemático: Os 
Elementos, de Euclides (300 a. C.). 
Ao longo deste trabalho, além de identificarmos as características dos conceitos 
(das definições e das propriedades) de razão e proporção, apresentamos também, no 
anexo 4, sugestões / propostas inspiradas no contexto histórico estudado com o intuito 
de minimizar as possíveis dificuldades de aprendizagem que identificámos nos nossos 
alunos. 
No final desta dissertação incluímos quatro textos em anexo:  
1. No anexo 1 apresentamos a demonstração de um teorema: “qualquer número 
perfeito euclidiano termina em 6 ou 28, quando escrito na base 10”. 
2. No anexo 2 podemos ler um resumo das divisões das proporções [razões] em 
Álvaro Tomás na sua obra Liber de Triplici Motu escrita em 1509 e que, 
curiosamente, parece proceder da comparação que Nicómaco faz dos números 
naturais. 
3. No anexo 3 abordamos a harmonia. Uma vez que o conceito de harmonia foi um 
conceito fundamental dentro da escola pitagórica e sendo as proporções a 
maneira de tornar acessível à razão, através de relações numéricas, o princípio 
abstrato da harmonia, fazemos aqui uma pequena referência ao tema. 
4. No anexo 4 apresentamos algumas sugestões históricas que podem ajudar na 
didática deste tema. 
 19 
Capítulo I 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
O Pitagorismo mais não faz do que 
raciocinar acerca dos números e também sonhar 
sobre eles 
 
Jean Brun 
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I A Aritmética em Nicómaco 
I.1 Enquadramento Histórico 
I.1.1 A Escola Pitagórica 
O denominado pitagorismo reporta-se a uma escola de sábios e de filósofos, mas 
também a uma seita político-religiosa que se rodeava de segredo. A sabedoria dos 
Pitagóricos estendeu-se a vários domínios: ciência, religião, estética e/ou política.  
Os textos originais da época dos Pitagóricos (séc. VI e V a. C.), tais como outras 
fontes primárias das matemáticas gregas, não se conhecem e por conseguinte é difícil, 
com base no que nos chegou, datado de séculos posteriores, distinguir com clareza a 
parte histórica da parte lendária
6
. 
Os poucos fragmentos de documentos dispersos permitem-nos, todavia, conjeturar 
uma visão geral do ambiente cultural da época, nomeadamente sobre esta ser uma altura 
de grande atividade intelectual nas cidades gregas da Ásia
7
. 
Da vida do próprio Pitágoras também pouco ou nada se conhece. Chegaram até nós 
relatos de uma figura semilendária da segunda metade do séc. VI a. C
8
, nascida em 
Samos, e que seguiu o percurso do pensamento grego antes de partir para o Egito para 
estudar as matemáticas. Ter-se-á fixado em Crotona, onde fundaria uma espécie de 
                                                 
6 [6], p. 27. 
7 [10], p. 7. 
8 [18], pp. 229-230. 
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confraria de cariz filosófico-religioso igualmente reconhecida como uma escola 
científica
9
. 
Nessa “escola”, inicialmente, todos ouviam o mestre em silêncio não podendo 
estabelecer qualquer tipo de diálogo ou contacto visual com ele [acusmáticos]. Só mais 
tarde e depois de assimilarem os conhecimentos transmitidos, subiam na hierarquia da 
escola e já podiam colocar questões ao mestre, dar a sua opinião e até ensinar 
[matemáticos]
10
. Nada se escrevia, tudo era transmitido oralmente e guardado em 
segredo. Como tal, é impossível distinguir a autoria individual de ideias ou descobertas; 
o mérito terá que ser atribuído coletivamente à “escola pitagórica”. 
O modo como os Pitagóricos encaravam o universo pode ser resumido na frase-lema 
segundo o qual “tudo é número”. É o primado do número sobre tudo o resto. Todas “as 
coisas” tinham uma alma e essa alma era o número. Atribuíram também valores 
simbólicos e sagrados aos números (o 3 era o número do casamento, o 4 representava a 
justiça, o 10 o número perfeito
11, …).  
Esse princípio, também bíblico, de que o número está presente em toda a criação de 
Deus – “Tudo fizeste com medida, número e peso” (Sab.11,21) –  é levado muito a sério 
durante séculos; ainda o encontramos durante a Idade Média, em Santo Agostinho (354-
430) ou Isidoro de Sevilha (560-636)
12
. 
Depois de Pitágoras, o pensamento e a cultura que reconhecemos na Escola de 
Pitágoras deu lugar a outras reflexões tais como as que encontramos na Academia de 
Platão ou no Liceu de Aristóteles. Pensa-se também que com a descoberta do 
denominado Teorema de Pitágoras terá surgido um dos primeiros contactos com os 
números “incomensuráveis” [irracionais]; na razão, por exemplo, entre o lado e a 
diagonal de um quadrado ou na razão entre o perímetro de uma circunferência e o seu 
diâmetro. Ora, a descoberta destes números “incomensuráveis” contrariava a crença 
fundamental da escola pitagórica, atrás referida, de que “tudo é número” pois, com estes 
exemplos, afinal nem tudo era comensurável (se podia medir, por assim dizer). Reza a 
lenda que esta descoberta, feita pelos próprios membros da Escola de Crotona, foi 
mantida em segredo. 
A história dos chamados Pitagóricos divide-se em três períodos, os dois primeiros 
centrados na figura de Pitágoras e na dos seus discípulos diretos e no terceiro destes 
                                                 
9 [6], p. 28  
10 [10], p. 10. 
11 10=1+2+3+4, 10 é a soma dos quatro primeiros números naturais. 
12 [28], p. 6. 
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períodos, alguns séculos mais tarde, dá-se o renascimento do pitagorismo, com os 
denominados Neopitagóricos
13
. É entre estes Neopitagóricos que está Nicómaco de 
Gerasa, o primeiro autor que estudaremos no presente trabalho.  
 
 
I.1.2 Nicómaco de Gerasa 
Nicómaco de Gerasa terá vivido no final do séc. I d.C., ou seja, cerca de seis séculos 
depois de Pitágoras. Segundo os historiadores, foi o primeiro a escrever sobre o 
pensamento e os ensinamentos matemáticos dos Pitagóricos, o que torna este neo-
pitagórico e os seus manuscritos porventura mais dignos de referência e de estudo
14
. 
Um desses manuscritos, Introdução à Aritmética, foi traduzido para latim por 
Apuleio
15
 no séc. II e, mais tarde, por Boécio no séc.V. 
Além da Introdução à Aritmética, Nicómaco escreveu também uma Introdução à 
Harmonia e um livro sobre a mística dos números na doutrina pitagórica intitulado 
Theologoumena Arithmeticae que constitui uma das principais fontes escritas do neo-
pitagorismo. Extratos e paráfrases desta sua obra chegaram até aos nossos dias sob 
autoria anónima, integrados na enciclopédia Bibliotheca do séc. IX elaborada por 
Fótio
16
, patriarca de Constantinopla
17
. 
De um outro trabalho, sobre a música, apenas existem fragmentos e conjetura-se que 
para completar as quatro partes (quadrivium) em que, à época, se considerava dividida a 
própria Matemática tenha ainda escrito uma introdução à Geometria e à Astronomia. 
O sucesso do livro Introdução à Aritmética parece ter sido imediato e, durante 
séculos, foi usado como manual de aritmética nas escolas da época
18
. Continuou a ser 
uma obra importante na Europa Medieval que a conheceu através da tradução livre de 
Boécio (séc. V-VI d. C.), de que falaremos mais adiante. 
                                                 
13 [10], p. 7. 
14 [17], p. 807. 
15 [23], Int. pp. 31-32. 
16 Fótio (ou Fócio) (810–893), mais tarde apelidado de Santo Fótio “o Grande”. 
17 [17], p. 807. 
18 [17], p. 808. 
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I.2 Os números em Nicómaco 
Pareceu-nos interessante enquadrar, antes de nos centrarmos nos conceitos de 
razão/proporção, o modo como Nicómaco escreveu sobre o conhecimento dos números 
na sua época.  
A obra cujo estudo aqui reportamos, a saber a Introdução à Aritmética de 
Nicómaco, é um texto em inglês: D´Ooge, Martin L. (1952), Nicomachus of Gerasa 
(séc. I d.c) Introduction to Arithmetic, in Great Books of the Western World, vol. 11, 
pp. 807-848, Encyclopaedia Britannica, The University of Chicago. É um tratado 
composto por dois livros que analisaremos e traduziremos livremente, por exemplo, no 
que a transcrições nos referimos. Os destaques, a “negrito” ou sublinhados, também são 
da nossa autoria. 
Logo no livro 1, durante vinte e três capítulos
19
, encontramos referências tais como 
as que se seguem. 
 
 
I.2.1 Sobre “coisas” 
No segundo capítulo, parágrafos 4 e 5, Nicómaco classifica as “coisas” (quer as 
propriamente ditas, quer as que têm simplesmente um nome) em: 
 
→ unificadas e contínuas (um animal, o universo, uma árvore,…) que se 
dizem Grandezas (Magnitude). 
→ descontínuas, dispostas lado a lado como se estivessem amontoadas, 
chamadas Multidão (Multitude) (um rebanho, um povo, …).  
 
Afirma, depois, que a Sabedoria é o conhecimento destas duas formas que são, por 
outro lado, intrinsecamente infinitas.  
Ora, segundo Nicómaco, as Ciências existentes só tratariam de coisas limitadas (e 
nunca de infinitos) e, assim, surgiu uma (outra) ciência que pudesse lidar com a 
quantidade a partir da multidão e com tamanho a partir da grandeza
20
. 
No capítulo III, parágrafos 1 e 2, continua dizendo que esta quantidade pode ser  
                                                 
19 [17], pp. 811-828. 
20
 Nesta visão da Filosofia e da Ciência (mesmo da vida), Nicómaco cita o Pitagórico Androcides, Arquitas (de 
Tarento) e Platão. 
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→ absoluta, sem qualquer relação com outra coisa, (por exemplo, em “par”, 
“ímpar”, ou “perfeito”), sendo tratada na Aritmética; 
→ relativa (como em “dobro”, “maior”, “menor”, “metade”, etc.), investigada na 
Música.  
Em suma, no que se reporta à quantidade podemos tratá-la na Aritmética ou na 
Música. 
 
Quanto ao tamanho, segundo Nicómaco, 
 
→ se estiver em repouso (estável) é estudado na Geometria  
→ se, pelo contrário, estiver em movimento (em revolução) é tratado na 
Astronomia. 
 
Depois, dá o valor primordial à Aritmética, de entre as quatro Ciências
21
 que 
constituem a Matemática, enquanto ciência que se deve aprender em primeiro lugar. 
Podemos, a este respeito, sintetizar o pensamento de Nicómaco que considera o 
seguinte: 
 
Qual destes quatro métodos devemos, então, 
aprender em primeiro lugar? Evidentemente aquele 
que existe antes de todos os outros, que é superior e 
toma o lugar de origem e raiz e que é, como era 
dantes, a ciência mãe de todas as outras. E esta é a 
Aritmética,... 
 (A Aritmética) é tanto naturalmente anterior, no 
seu nascimento, como abole as outras sem ser por elas 
abolida....   
Portanto a aritmética abole consigo própria a 
Geometria, mas não é abolida por ela e sendo 
implicada pela Geometria, não a implica. 
E o mesmo se passa com a Música... 
Ainda mais óbvio é o caso da Astronomia… porque 
todas as espécies de fases são governadas por meio de 
ciclos numéricos e de quantidades. 
 
                                                 
21 [17], p. 813. 
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A definição de número surge no capítulo VII, 1º parágrafo
22
 e apresenta-se-nos 
como 
 
uma multidão limitada ou uma combinação de 
unidades ou uma corrente de quantidades feitas de 
unidades. 
 
Daqui deduz-se, em particular, que, segundo Nicómaco, “1” (a unidade) não é um 
número; como tão pouco “zero” o é. Na verdade, se reescrevêssemos atualmente esta 
definição de Nicómaco, diríamos que número “é qualquer número natural maior ou 
igual a 2”. 
 
 
I.2.2 Números pares e ímpares 
Ainda segundo o nosso autor, a primeira grande divisão dos números contempla 
duas categorias:  
 
→ Pares (podem ser divididos em duas partes iguais, sem ter uma unidade 
no meio) 
→ Ímpares (não podem ser divididos em duas partes iguais por causa da 
intervenção da dita unidade)
23
 
 
Continua informando que estas são as definições ordinárias mas, segundo a 
doutrina pitagórica, temos outra definição:  
 
→ um número par é aquele que admite na mesma operação uma divisão na maior e 
menor das partes, maior em tamanho [cada parte é a maior possível] e menor em 
quantidade [o número mínimo de partes iguais possível], de acordo com a contrariedade 
natural destes dois géneros. 
 
 Nota explicativa: o número 12, por exemplo, pode ser decomposto em 
partes inteiras iguais, sendo cada parte o maior número possível (6) e o 
                                                 
22 [17], p. 814. 
23 Aqui Nicómaco parece basear-se em Euclides (def. VII, 6) e distanciar-se dos Pitagóricos. 
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número de partes o menor número possível (2), ou seja: 6+6 (duas partes 
iguais e cada parte é 6). 
 
→ um número ímpar é aquele em que não é possível esta divisão, é sempre divisível 
em duas partes desiguais.  
 
Nicómaco vai mais longe quando diz que pela antiga definição,  
 
→ os números pares são números que podem ser divididos em duas partes iguais ou 
duas partes desiguais [par+par ou ímpar + ímpar] exceto a díade [o número 2] que só 
pode ser dividido em partes iguais pois é formado por duas unidades; 
→ os números ímpares só podem ser divididos em partes desiguais [par+ímpar.]  
 
Relacionando estes dois tipos de números Nicómaco diz que são números que 
diferem uma unidade nas duas direções, por excesso ou por defeito.  
 
No capítulo VIII fala-nos de uma propriedade dos números [naturais] referindo que 
 
 todos os números se obtêm pela semissoma dos números seguinte e anterior,  
do mesmo modo que 
 pela semissoma dos seguintes que diferem uma unidade e pelos seguintes a esses 
e assim continuando até onde for possível.  
 
Faz exceção aqui à unidade referindo que esta não tem um número de cada lado 
[falta-lhe o “anterior”]. Mais uma vez fica reforçado que o 1 não é considerado número, 
é sim a representação da unidade, pois o seu processo de formação não é igual ao dos 
outros, não encaixando na definição de número.  
Importa, a este propósito, reportar a incongruência que aqui se nos afigura 
porquanto Nicómaco, de seguida, não apresenta o mesmo tipo de justificação para, por 
exemplo, o número 2 que com a justificação que apresentámos no parágrafo anterior, 
também deixaria de ser número (já que 1 não o é). 
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 A unidade é o ponto de partida natural de todos os números24.  
 
Continuando a divisão dos números, encontramos os números pares divididos em: 
 
→ par   par;  
→ ímpar   par; 
→ par   ímpar. 
 
Sendo
25
 
 
Par vezes par – é um número que se pode dividir 
em duas partes iguais e essas partes em duas iguais, e 
assim por diante, até que não se possa mais dividir 
por 2, porque se atingiu a unidade
26
. Por exemplo 
64; metade é 32; e deste é 16; e deste, metade é 8; e 
deste 4; e deste 2; e finalmente metade deste é a 
unidade que é naturalmente indivisível. 
 
Note-se que, atualmente, na progressão geométrica cujo 1º termo é 2 e cuja razão é 
2 encontramos todos estes números. 
 
Continua Nicómaco
27
 
 
Par vezes ímpar – é, pelo seu género, um número 
par mas é oposto ao “par vezes par”, porque pode 
ser dividido em duas partes iguais mas essas partes já 
não admitem mais nenhuma divisão em partes iguais. 
Por exemplo 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30 e outros. 
 
Em suma, estes números são números pares que resultam do dobro de um número 
ímpar. 
 
Por último encontramos
28
 
                                                 
24 Tanto quanto conhecemos, o primeiro texto escrito no Ocidente que considera o 1 como número é A Aritmética de 
Simon Stevin, publicada em 1585. 
25 [17], p. 814. 
26 Observe-se que tal definição, a de “par vezes par”, se reporta às potências de 2! 
27[17], p. 815. 
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Ímpar vezes par – é um número par (a 3ª forma 
destes números) que pode ser dividido em duas partes 
iguais, essas partes também podem ser divididas e às 
vezes também as partes dessas partes, mas não se 
pode levar a divisão das suas partes até à unidade. 
Alguns desses números são 24, 28, 40.  
 
Estes números resultam do produto de um número ímpar por uma potência de dois, 
iniciando-se em 4. 
Nos exemplos apresentados podemos facilmente confirmar este resultado uma vez 
que  
 
 324 2 3  ;  
 228 2 7  e  
 340 2 5  . 
 
Nicómaco refere ainda que  
 estes números [ímpar vezes par] se encontram entre as definições anteriores, 
porque admitem mais do que uma divisão, tal como os “par vezes par” e 
terminam num número ímpar tal como os “par vezes ímpar”. 
É importante referirmos que, para Nicómaco, existe uma diferença entre os números 
“par vezes ímpar” e os “ímpar vezes par”, ou seja não existe a “comutatividade”. 
 
No capítulo XI Nicómaco divide os números ímpares em 
 
→ primos (indecomponíveis) ou simples,  
→ secundários ou compostos; 
→ terciários ou intermédios. 
 
Vejamos como define cada um deles
29
 
 
                                                                                                                                               
28 [17], p. 816. 
29 [17], p. 817. 
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Primos ou simples são números ímpares que não 
admitem nenhum fator exceto ele próprio como 
denominador, resultando sempre a unidade. Por 
exemplo 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31. O 3 tem 
apenas uma terça parte, o 5 uma quinta parte, o 7 
uma sétima, e o 11 apenas uma décima primeira 
parte, e em todos eles estas partes são a unidade. (…) 
 
Nicómaco explica ainda o nome dado a estes números da 
seguinte forma: 
 
Estes números têm esta denominação porque 
podem ser medidos apenas pelo número que é o 
primeiro e comum a todos os outros, a unidade, e por 
mais nenhum. No entanto, quando combinados entre 
si outros números são gerados, originados, por eles 
como de uma fonte ou de uma raiz, por isso são 
chamados “primos”30, porque existem 
antecipadamente como o princípio dos outros. (…) 
 
O número 2, segundo esta definição, não é um número primo. O primeiro número 
primo é o 3. 
Observemos que, ainda não admitindo a fração como um representante de um 
número e sim com uma divisão ou razão entre dois números inteiros, Nicómaco fala-nos 
na “terça parte”, “quarta parte”… de um número. Os Pitagóricos tinham já, no seu 
sistema de numeração, o conhecimento das frações unitárias e o próprio Ptolomeu
31
 (no 
seu Almagesto, escrito mais tarde) também as usa. 
 
De seguida Nicómaco fala na seleção dos números primos através do “crivo de 
Eratóstenes”32, que ainda hoje ensinamos no Ensino Básico, e explica-o 
detalhadamente. 
Atualmente reportamo-nos a um teorema que nos fornece um método para averiguar 
se um dado inteiro a  é ou não primo, bastando para tal verificar se a  é, ou não é, 
divisível por qualquer inteiro p , tal que 1 p n  , sendo n tal que 2a n .  
                                                 
30 Primeiros, primários.  
Algumas fontes históricas dizem-nos que foi Nicómaco o primeiro a escrever esta denominação para estes números, 
que perdura até hoje. 
31 Cláudio Ptolemeu ou Ptolomeu (90-168). 
32 Eratóstenes de Cirene (276-196 a. C.). 
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 Teorema: Se o inteiro 2a n , diferente de 1, não for efetivamente divisível por 
qualquer inteiro q n , então a  é primo. 
 
Demonstração (pelo método de redução ao absurdo):  
 
Se a  não fosse primo admitiria um divisor próprio p tal que, 1a p  , isto é 
a pr , com r . Como a , por hipótese, não admite divisores próprios inferiores a 
n , com n , seria portanto p n  e r n . Então 2pr n , ou seja, 2a n , o que 
contradiz a hipótese e prova que a é primo. 
 
Note-se que este processo torna-se muito trabalhoso se a  for muito grande. A 
construção de uma tabela de primos seria decerto muito útil.  
Um exemplo poderá ser o “crivo de Eratóstenes” que, tal como já mencionamos, 
Nicómaco explica com detalhe, embora iniciando no número 3 [o 1 não era considerado 
“número” e o 2 não era primo]. Vejamos: 
 
Crivo de Eratóstenes 
 
Faz-se uma lista de todos os números inteiros, desde o 2 até ao inteiro a , limite 
superior dos inteiros primos a determinar. Inicia-se o processo eliminando todos os 
múltiplos de 2, exceto o 2 (pelo teorema anterior os inteiros não eliminados até 
22 4 são primos). De seguida eliminamos todos os múltiplos de 3, exceto o 3 (os que 
não suprimirmos até 9 são primos) até chegarmos ao primeiro inteiro da lista cujo 
quadrado seja igual ou superior a a . Todos os inteiros não suprimidos inferiores a a  
são primos. 
 
Vejamos a representação deste “crivo”, atualmente, para 100a  . 
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Ver em http://haaguaemmat.blogs.sapo.pt/arquivo/Crivo.JPG 
 
Basta eliminarmos até aos múltiplos de 7. ( 10027   e 211 100 ) 
 
Continuando a divisão dos números ímpares, Nicómaco diz
33
: 
 
Secundários ou compostos são números ímpares 
que não têm uma qualidade elementar, são 
originados pela combinação de outros. Como tal, 
além de terem a parte fracional com o próprio 
número no denominador, também têm outra parte ou 
partes com outros denominadores, denominadores 
esses que fazem parte daqueles que se combinaram 
para o produzir. Por exemplo, 9, 15, 21, 25, 27, 33, 
35, 39. Todos são divisíveis pela unidade, têm uma 
parte fracional com o próprio número no 
denominador mas excecionalmente e de um modo 
peculiar têm também parte ou partes com um 
denominador diferente. 9 além da nona parte também 
tem uma terça parte; 15 além da décima quinta parte 
tem uma terça e uma quinta parte; 21 além da 
vigésima primeira parte tem também uma sétima e 
uma terça parte, … 
 
Nicómaco faz a restrição dos números compostos apenas aos números ímpares.  
                                                 
33 [17], p. 818. 
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Continua mencionando que, enquanto estas duas espécies de números ímpares são 
opostas existe uma terceira, intermédia, o número em si é considerado composto e 
secundário mas, relativamente a outro número, é primo. Chama-lhes
34
  
 
Terciários ou intermédios
35
 são números ímpares 
que além da medida comum, unidade, são medidos 
por outros números e admitem parte ou partes 
fracionais com um denominador diferente deles 
próprios, mas quando comparados com outros 
números não têm partes fracionais comuns ou uma 
medida comum. 
Ilustrando, vamos comparar 9 com 25; cada um 
deles é secundário e composto mas relativamente um 
ao outro têm apenas a unidade como medida comum, 
a terça parte do primeiro não existe no outro e a 
quinta parte deste último não existe no primeiro.  
 
Para Nicómaco, os números primos entre si são sempre ímpares. Atualmente e 
aceitando o número 2 como o único número primo que é par, são primos entre si 
números pares e ímpares (por exemplo: 4 e 5, 12 e 25, ...). 
 
É interessante salientar que Nicómaco sugere um método para descobrir se os 
números são primos entre si, tendo apenas a unidade como medida comum e, se não, 
qual a sua medida comum além da unidade
36
. Para tal usa um único algoritmo, 
conhecido por subtração recíproca, antifairese ou antanairese
37
 (o Algoritmo de 
Euclides). 
Escolhendo dois números, subtraindo o menor do maior, ficamos com o menor dos 
números e o número resultante da subtração. Voltamos a subtrair o menor do maior e 
escolhemos os próximos números do mesmo modo (o menor e o resultante da 
subtração), e assim sucessivamente até chegarmos à unidade (e os números iniciais são 
primos entre si) ou chegarmos a um outro número que será o máximo divisor comum 
dos números dados. 
 
Exemplos que Nicómaco utiliza:  
                                                 
34 [17], p. 818. 
35 Números primos entre si. 
36 Máximo divisor comum. 
37 [18], p. 238. 
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 Sejam 23 e 45; usando o método antifairese temos: 
   23,45 22,23 1  ; logo os números iniciais são primos entre si, sendo a 
unidade a sua única medida comum. 
 Sejam 21 e 49;          49,21 28,21 7,21 14,7 7,7 7     ; uma 
vez que é impossível subtrair 7 de 7, os números 21 e 49 são compostos e 
secundários entre si e 7 é o seu máximo divisor comum. 
 
Este método assenta num resultado muito simples de aritmética e na boa ordenação 
do conjunto dos números naturais: 
Dados dois números naturais ea  b , com a b , os divisores comuns de ea  b são 
exatamente os divisores comuns de a  e de b a . 
 
Demonstração 
 
1ª parte: 
Com efeito, seja d  um número natural divisor de a  e de b . Existem números 
naturais ep  q tais que a pd  e b qd . Como a b  então também p q . Portanto 
existem os números naturais p e q p  tais que a pd  e ( )b a qd pd q p d     , 
isto é, d  é divisor de a  e de b a .  
 
2ª parte: 
Reciprocamente, seja d  um divisor de a  e de b a . Então existem números 
naturais r e s tais que a rd  e b a sd  . Portanto existem os números naturais 
r e r s  tais que a rd  e que ( ) ( )b a b a rd sd r s d       , isto é, d  é divisor de 
a  e de b . 
 
Nicómaco continua a sua divisão dos números e agora, no capítulo XIV, faz outra 
divisão dos números pares em: superabundantes, deficientes e perfeitos. Sendo que: 
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→ Superabundantes - a soma dos divisores próprios38 excede o próprio número; 
ex. 12 e 24; 1 2 3 4 6 16 12      e 1 2 3 4 6 8 12 36 24        . 
→ Deficientes - a soma dos divisores próprios é menor que o próprio número; 
ex. 8 e 14; 1 2 4 7 8     e 1 2 7 10 14    . 
→ Perfeitos - a soma dos divisores próprios é igual ao próprio número; ex. 6 e 
28; 1 2 3 6    e 1 2 4 7 14 28     . 
 
 
I.2.3 Números perfeitos 
A palavra “perfeito” aparece aqui num sentido interessante em termos filosóficos e 
como forma de estar e de entender a vida e a relação entre a natureza e os números, 
expresso na afirmação seguinte
39
 onde também Nicómaco estabelece conjeturas 
matemáticas sobre os números perfeitos. Assim podemos ler: 
 
Como as coisas justas e excelentes são muito 
poucas e facilmente enumeráveis, enquanto as coisas 
feias e demoníacas abundam, também os números 
deficientes e superabundantes existem numa enorme 
quantidade e de uma forma irregular, e os números 
perfeitos são facilmente enumeráveis e aparecem 
numa determinada ordem, pois 
- só existe um entre as unidades (6), 
- um só entre as dezenas (28) e 
- um terceiro entre as centenas (496) e 
- um quarto entre os limites dos milhares (8128). 
E a sua característica constante é acabar 
alternadamente entre 6 e 8 e serem sempre pares. 
 
Depois conjetura que existirão outros, ainda desconhecidos, um em cada intervalo 
de números seguinte: entre 10000 a 100000, outro entre 100000 e 1000000 e assim 
sucessivamente. 
 
Nicómaco diz-nos ainda que a unidade é potencialmente um número perfeito, não 
sendo contudo considerado como tal
40
, afirmando e explicando o método que 
                                                 
38 Todos os divisores de um número exceto ele próprio. 
39 [17], p. 820. 
40 [17], p. 821. 
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consubstancia esta afirmação. Nicómaco menciona e explica o seu “método”, que diz já 
existir [talvez nos pitagóricos ou mesmo em Euclides], para obter números perfeitos:  
i) a partir das potências de 2 e iniciando na unidade [1 não era considerado 
potência de 2]; 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, …;  
ii) vamos somando desde o primeiro até encontrarmos um número primo; então 
multiplicamo-lo pela última parcela da soma efetuada, obtendo assim um 
número perfeito.  
 
De outro modo, para os três primeiros números tem-se 
 
 1 2 3 é primo logo 3 2 6 que é perfeito     
 1 2 4 7 é primo logo 7 4 28 que é perfeito      
 1 2 4 8 16 31 é primo logo 31 16 496 que é perfeito       ; … 
 
Este procedimento corresponde à prop. IX, 36 dos Elementos de Euclides de que 
trataremos no capítulo relativo a Euclides. Verificaremos que é exatamente o que 
Nicómaco explica de uma forma retórica, embora de difícil execução quando os 
números aumentam, mas não prova.  
Quanto à unidade ser “potencialmente” um número perfeito (porque é igual à soma 
das suas partes) mas não o é em “acto”, Nicómaco escreve: 
 
Considerando a unidade do género primo e 
indivisível, multiplicando pelo último número que é 
ela própria o resultado é 1. Assim, a unidade é 
“perfeito em potencial”, pois é potencialmente igual 
às suas próprias partes. Mas os outros são-no em 
acto. 
 
 
I.2.4 Acerca das conjeturas sobre os números perfeitos 
A demonstração de que os números perfeitos terminam em 6 ou 8 encontra-se no 
anexo 1, do presente estudo.  
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Quanto à distribuição destes números sabemos, hoje em dia, que a conjetura de 
Nicómaco não se verifica porquanto: 
 
 O 5º número perfeito é o número 33 550 336 ou seja 12 132 (2 1) ,  
 o 6º é o número 8 589 869 056 ; 16 172 (2 1)  (negando, desde logo, a 
conjetura expressa pelo nosso autor) 
 o 7º é 137 438 691 328; 18 192 (2 1) ,  
 o 8º é 2 305 843 008 139 952 128; 30 312 (2 1) , … 
(…) 
 o 47º, último perfeito encontrado em 2009, é  43112608 431126092 2 1  
 
A procura dos números perfeitos resume-se, atualmente, a encontrar números 
primos da forma 2 1n   chamados primos de Mersenne41. 
A existência ou não de números perfeitos ímpares é um desafio para a Teoria dos 
Números
42
 e não se conhecem atualmente números perfeitos ímpares. Conjetura-se, com 
fortes indícios experimentais, que não existe nenhum
43
. 
Com o desenvolvimento de ferramentas computacionais esta busca incessante ainda 
hoje continua. Por exemplo, em 1969 o Departamento de Matemática da Universidade 
de Illinois, nos Estados Unidos, mandou imprimir selos postais com o último número 
primo de Mersenne encontrado, o 24º. No selo podia ler-se: “ 112132 1 é primo  ”44 e à 
data de setembro de 2009 eram conhecidos 47 primos de Mersenne o que significa que 
há 47 números perfeitos pares conhecidos, sendo o maior 2
43.112.608
 × (2
43.112.609− 1), um 
enorme número com 25 956 377 dígitos. 
Além disso também sabemos que:  
                                                 
41 Marin Mersenne (1588-1648), um monge minimita também cientista, ficou mais conhecido por ter fundado a 
denominada “República das Cartas”, que facilitou a troca de correspondência entre vários matemáticos notáveis da 
sua época: Fermat, Descartes, Desárgues, Pascal, Torricelli, entre outros. Um dos grandes contributos de Mersenne, 
para a descoberta de números perfeitos, foi o estudo dos números primos da forma 2 1
n
 . Os primeiros quatro 
números primos de Mersenne são os números: 3 que é 
2
2 1 ; 7 que é 
3
2 1 ; 31 que é
5
2 1  e 127 que é 
7
2 1 . No 
entanto, estes números crescem de tal forma que só com o recurso a meios computacionais, hoje em dia, se vão 
descobrindo. 
42 [4], pp. 297-312. 
43 [13]. 
44 [2], p. 123. 
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 todos os números perfeitos pares são da forma 12 (2 1)n n  , com 2 1n   um 
primo absoluto e que,  
 se existirem números perfeitos ímpares, eles são da forma  
4 1 24 1
p
n A

 , com 
4 1n primo e A um número não divisível por 4 1n 45.  
Kanold
46
, em 1957, mostrou que,  
 se um número perfeito ímpar existir, este tem de ter pelo menos seis fatores 
primos e terá que ser maior que 2010 . 
 
 
I.2.5 Quantidades relativas 
Nos capítulos finais do livro I (XVII até XXIII), Nicómaco menciona que depois de 
falar de quantidades absolutas irá reportar o seu estudo às quantidades relativas
47
. 
Afirma, em particular, que: 
 
Dois números ou são iguais ou desiguais, não há 
terceira escolha.   
O igual é visto quando das coisas comparadas 
uma não é maior ou menor que a outra. Por exemplo 
100 comparado com 100, 10 comparado com 10, um 
talento comparado com um talento. 
O desigual, por outro lado, é desdobrado em 
subdivisões e uma parte dele é maior e a outra 
menor; têm nomes opostos. O maior é maior do que 
qualquer outra coisa e o menor, de novo, é menor 
que qualquer outra coisa. Em comparação. 
 
Assim, dois números ou são iguais ou diferentes, se são diferentes então um é maior 
que outro (ou, contrariamente, um é menor que outro) [A tricotomia dos números reais]. 
Em suma: 
 Dados dois números   e  ,  é    ou   a b a b a b  .  
                                                 
45 Estes dois resultados estão demonstrados em [4], pp. 305-308. 
46 [2], p. 136. 
47 [17], p. 821. 
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Se 
a b
a b
a b

 

 
Sendo a b , a  pode ser escrito em função de b  das seguintes formas e com as 
várias denominações: 
 
a) O número maior contém mais do que uma vez o número menor
48
. 
 e 1a mb m  , diz-se que a  é múltiplo de b  
 
Exemplos e denominações 
 
 2 1  então 2=2 1 (2 é o dobro de 1) 
 12 4  então 12=34 (12 é o triplo de 4) 
 
b) O número maior contém o menor apenas uma vez e uma parte desse
49
. 
1
 com 1a b b k b
k
    , diz-se que a  é superparticular de b  
 
Exemplos e denominações 
 
 
1
15 10 15 10 10    
2
 (sesquiáltero), o 15 contém uma vez o 10 e 
metade deste. 
 
1
4 3 4 3 3    
3
 (sesquiterceiro), o 4 contém uma vez o 3 e a terça 
parte deste. 
 
1
10 8 10 8 8    
4
 (sesquiquarto), o 10 contém o 8 uma vez e a quarta 
parte deste. 
Todos se denominam com o prefixo sesqui e com o sufixo adequado ao 
denominador da fração. 
 
c) O número maior contém apenas uma vez o menor e mais do que uma parte 
desse
50
. 
                                                 
48 [17], p. 822. 
49 [17], pp. 822-823. 
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,  com  e 1
h
a b b h k k b
k
     , diz-se que a  é supradivisor de b  
 
Exemplos e denominações 
 
 5 3 5 3 3
3
    
2
 (suprabidivisor), o 5 contém o 3 uma vez e duas partes 
deste. 
 7 4 7 4 4
4
    
3
 (supratridivisor), o 7 contém o 4 uma vez e três partes 
deste. 
 20 12 20 12 12    
2
3
 (suprabidivisor terceiro), o 20 contém o 12 uma 
vez e dois terços deste. 
 16 10 16 10 10    
3
5
 (supratridivisor quinto), o 16 contém o 10 uma 
vez e três quintos deste. 
 
d) O número maior contém o menor mais do que uma vez e ainda uma parte desse
51
. 
1
, 1 e 1a mb b m k b
k
     , diz-se que a  é múltiplo superparticular de b  
 
Exemplos e denominações 
 
 
1
5 2 5 2 2     2
2
 (dobro sesquiáltero), o 5 contém 2 vezes o dois e 
metade deste. 
 
1
7 3 7 3 3     2
3
 (dobro sesquiterceiro), o 7 contém 2 vezes o três e 
ainda a terça parte deste. 
 
1
7 2 7 2 2     3
2
 (triplo sesquiáltero), o 7 contém 3 vezes o dois e 
metade deste. 
                                                                                                                                               
50 [17], p. 824. 
51 [17], p. 825. 
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  
1
10 3 10 3 3     3
3
 (triplo sesquiterceiro), o 10 contém 3 vezes o 
três e a terça parte deste. 
 
e) O número maior contém o menor mais do que uma vez e ainda mais do que uma 
parte desse
52
. 
,  com 1,   e 1
h
a mb b m h k k b
k
      , diz-se que a  é múltiplo supradivisor de 
b  
 
Exemplos e denominações 
 
 8 3 8 3 3
3
     
2
2  (dobro suprabidivisor), o 8 contém 2 vezes o três e 
duas partes deste. 
 11 3 11 3 3
3
     
2
3  (triplo suprabidivisor), o 11 contém 3 vezes o três 
e duas partes deste. 
 11 4 11 4 4
4
     
3
2  (dobro supratridivisor), o 11 contém 2 vezes o 
quatro e três partes deste. 
 39 15 39 15 15     
3
2
5
 (dobro supratridivisor quinto), o 29 contém 2 
vezes o quinze e três quintos deste. 
 50 14 50 14 14     
4
3
7
 (triplo supraquadridivisor sétimo), o 50 
contém 3 vezes o 14 e quatro sétimos deste. 
 
Um possível resumo da divisão proposta por Nicómaco poderá ser, simbolicamente: 
 
 
                                                 
52 [17], p. 826. 
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dados  e  dois quaisquer números naturais, tem-se
 múltiplo
1
  superparticular
  supradivisor com 1 e 
1
  múltiplo superparticular
  múltiplo supradivisor co
a b
a b
a mb
a b b
k
h
a b a b b h h k
a b k
a mb b
k
h
a mb b
k


 
    

 
  m 1 e 
 
h h k
a b


 
 
 
 
 
    
 
 
 
 
    


 
 
As denominações correspondentes ao caso a b  obtêm-se a partir das anteriores 
divisões antepondo-lhes o prefixo “sub”. Por exemplo:  
 
 10<15, 10 é subsesquiterceiro de 15 porque 15 é sesquiterceiro de 10. 
 3<5, 3 é subsuperbidivisor de 5 porque 5 é superbidivisor de 3. Etc. 
 
Esta comparação entre dois números é precursora da divisão das “proporções” 
(atualmente razões) nomeadamente nos aritméticos, pelo menos, até ao séc. XVII. É 
usada nas Etimologias de Isidoro de Sevilha que foi ensinada nas escolas monásticas, 
Luca Pacioli usa-a na Summa (1494), Álvaro Tomás
53
 na sua obra Liber de Triplici Motu 
em 1509 e Pedro Nunes introdu-la também, no seu Libro de Algebra, de 1567. Mais 
tarde, ainda, figura nas edições dos Elementos de Clávio (1574 e 1589) e faz parte do 
Dicionário Matemático de Ozanam (1691), entre outros
54
. 
O resumo apresentado anteriormente é análogo ao que existe no comentário
55
 à 
Álgebra de Pedro Nunes e foi feito por Joaquim de Carvalho, em 1950, nas páginas 484 
e 485, onde, por gralha, está escrito proporções racionais de maior e menor 
“igualdade”, onde deveria estar proporções racionais de maior e menor 
“desigualdade”, respetivamente. 
                                                 
53 Ver anexo 2. 
54 [20]. 
55 [9]. 
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I.3 As razões e as proporções, segundo Nicómaco 
I.3.1 Enquadramento notacional: breve referência  
As notações que atualmente usamos para razão " "
a
b
 e proporção " "
a c
b d
  sofreram 
uma enorme e longa evolução ao longo dos tempos. Nem os pitagóricos nem Euclides 
usavam qualquer sinal para identificar uma divisão, uma razão ou uma proporção. 
Usavam uma linguagem retórica.  
Aliás, os próprios sinais operatórios foram aparecendo muitos séculos depois. De 
facto, de acordo com Cajori (ou Smith, ou Grattan-Guinness) sabemos que
56
: 
 
Os sinais modernos de + e – começaram a ser 
vulgarmente usados na Alemanha durante os últimos 
vinte anos do século XV [1480-1500] (…) 
Os sinais de + e – foram pela primeira vez 
impressos por J. Widman em 1486. 
 
Mencionamos também alguns exemplos do que de mais relevante nos parece ter 
surgido durante essa evolução. Segundo Florian Cajori
57
,  
 o árabe Al-Qalasadi, no séc. XV, expressava a proporção geométrica da 
seguinte forma144  84  12  7   . 
 William Oughtred em 1631 usa o ponto para identificar uma razão e quatro 
pontos para a proporção, a saber: a b c d. :: . . 
 Vinte anos depois, Vincent Wing (astrónomo), na sua obra Harmonia 
Celeste, usa a seguinte notação a b c d: :: : .  
 Em 1653, e para que não se confundisse o ponto que separa a parte decimal 
de um número, Richard Balam escrevia razão da seguinte forma a b.. . 
 O matemático português José Anastácio da Cunha na página 214 dos seus 
Princípios Mathemáticos
58
, em 1790, usa o sinal d  colocado na horizontal 
                                                 
56
 [8], p. 231. 
57 [8], pp. 268-270. 
58 [12], p. 214. 
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quando se refere à divisão ou fração. Para proporção usa a notação de 
Vincent Wing. 
Em 1863, entre nós, João Félix Pereira
59
 na página 129 da obra Rudimentos de 
Arithmética usa a notação de Vincent Wing. 
Luiz Porfírio da Motta Pegado
60
, em 1886, na sua obra Tratado elementar de 
Arithmética, na página 185, usa para proporção geométrica o símbolo 
..
..
. 
Convencionamos, no presente trabalho e doravante, usar as representações :a b  ou 
a
b
 para razão e , , ,a b c d  ou 
a c
b d
  para proporção. 
 
 
I.3.2 Definição de razão e proporção em Nicómaco 
No capítulo XXI do livro 2, Nicómaco começa por referir que61  
 
(…) a natureza da proporção é um final adequado 
e apropriado a este trabalho. 
No seu sentido próprio, proporção é a 
combinação de duas ou mais razões. Na sua definição 
geral, proporção é a combinação de duas ou mais 
relações, mesmo que não estejam sob a mesma razão, 
mas sob uma diferença ou outra qualquer. 
 
Esta definição permite a Nicómaco definir proporção como sendo um sistema de 
razões, por um lado, e como sendo um sistema de relações, por outro. 
 
Razão é pois a relação que dois termos têm um com o outro e uma combinação de 
razões é uma proporção. Assim,  
 três é o número mínimo de termos que a proporção pode ter, embora possa 
ter mais, sob a mesma razão ou diferença.  
Vejamos alguns exemplos,  
 1:2 é uma razão, onde existem dois termos; mas 2:4 é outra razão 
equivalente.  
                                                 
59 [32], p. 129. 
60 [31]. 
61 [17], p. 841. 
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 1,2,4 é uma proporção, pois é uma combinação de razões ou de três termos 
que observamos estarem na mesma razão uns para os outros. 
O mesmo pode ser observado em números maiores ou em sequências de números 
mais longas. Juntemos, por exemplo, um quarto termo, 8, à série anterior depois do 4 e 
outra vez numa relação equivalente, “o dobro”, juntemos o 16 e assim por diante. 
 
De seguida, Nicómaco define proporção contínua como sendo a proporção na qual 
o consequente numa das razões é igual ao antecedente na outra razão [proporção com os 
meios iguais]. Quando temos uma qualquer razão de a  para b que representamos por 
a
b
, chamamos a a  o antecedente e a b o consequente. Do mesmo modo, quando 
representamos uma proporção por 
a c
b d
 ,  e a d  são os extremos da proporção e  e b c  
são os meios da proporção (estas duas últimas denominações fazem todo o sentido já 
em Nicómaco que escreve: a proporção disjunta , , ,a b c d ). 
 
Por exemplo,  
 
 1,2,4 é uma proporção contínua em qualidade. [proporção geométrica com 
os meios iguais, 
1 2
2 4
  e, na razão inversa, 
4 2
12



   
 Já 1,2,3 é uma proporção contínua em quantidade. [proporção aritmética 
3 2 2 1   ] 
 
A proporção disjunta já não tem os meios iguais.  
 
Por exemplo  
 
 1,2,4,8 é uma proporção disjunta em qualidade. 
2 8 1 4 1 2 4 8
 ou  e  ou 
1 4 2 8 4 8 1 2
 
    
 
 
 Já 1,2,3,4 é uma proporção disjunta em quantidade. 
[ 4 3 2 1 ou 3 1 4 2      ] 
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As primeiras três proporções que são conhecidas de Pitágoras, de Platão e de 
Aristóteles, são: Aritmética, Geométrica e Harmónica
62
. 
De um modo sucinto podemos afirmar que, sejam , ,a b c , números naturais, se 
estiverem em: 
 Proporção Aritmética crescente então: b a c b    
 Proporção Geométrica crescente então: 
b c
a b
  
 Proporção Harmónica crescente então: 
c c b
a b a



 
Já a seguir apresentaremos as definições. 
 
Existem outras três que não têm nomes específicos e identificadas como a quarta, a 
quinta e a sexta. A saber, sejam , ,a b c , números naturais, em que a b c  , estes estão 
em proporção: 
 Subcontrária à Harmónica se 
b a c
c b a



. 
 Contrária à Geométrica I se. 
b a b
c b a



 
 Contrária à Geométrica II se 
b a c
c b b



. 
 
Depois disto, e ainda segundo Nicómaco, outros autores [a quem Nicómaco chama 
de “modernos”] descobriram mais quatro tipos de proporções63. Nomeadamente, sejam 
, ,a b c , números naturais, em que a b c  , estes estão também em proporção se: 
 
c a c
b a a



 (7ª – primeira de quatro) 
 
c a c
c b a



 (8ª – segunda de quatro) 
 
c a b
b a a



 (9ª – terceira de quatro) 
 
c a b
c b a



 (10ª – quarta de quatro) 
                                                 
62 [17], p. 842. 
63 [26], p. 87. 
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As proporções perfazem um total de 10, número este, segundo os pitagóricos, o 
mais perfeito possível
64
. De seguida, e mais uma vez, Nicómaco faz considerações 
filosóficas, mencionando que, de acordo com este número, existe uma infinidade de 
outras coisas, que abordará mais tarde [talvez numa das suas obras perdidas, porventura 
a Teologia Aritmética], tais como as categorias (de Aristóteles) e os dedos das mãos e 
dos pés que são 10 e, como tal, não é coincidência os diferentes tipos de proporções 
também serem 10, é um número crucial para o mundo. 
Continuando, Nicómaco explica porque dá primazia à proporção aritmética, aquela 
“proporção quantitativa que trata da diferença entre os seus termos”. Esta definição é 
preservada na série dos números naturais. Visto ser a primeira, a original, é merecedora 
da honra de ser discutida antes das outras
65
. 
 
 
I.3.3 Proporção Aritmética 
Logo no primeiro parágrafo do capítulo XXIII surge, em Nicómaco, a definição de 
Proporção Aritmética
66
: 
 
Quando três ou mais termos são dispostos 
sucessivamente e a diferença entre os termos 
consecutivos é a mesma, embora a razão
67
 entre os 
termos não seja a mesma, é uma proporção 
aritmética. 
 
Posteriormente, exemplifica com a série dos números naturais,  
 seja 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 
2 3 4
2 1 3 2 4 3 ...  no entanto assinala que, ...
1 2 3
          
 
Sendo uma proporção, esta pode ser contínua ou disjunta.  
 
 1, 3, 5 é uma proporção aritmética contínua pois, 3 1 5 3   . 
                                                 
64 10=1+2+3+4 
65 [17], p. 842. 
66 [17], p. 842. 
67 Verificamos, neste parágrafo, que a palavra razão é usada como “divisão” ou talvez como “razão geométrica”. 
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 1, 3, 5, 7 é uma proporção aritmética disjunta, temos, 3 1 7 5   68. 
 
Se omitirmos um termo de cada vez teremos uma 
proporção com uma diferença de 2, se omitirmos dois 
termos de cada vez teremos uma proporção com uma 
diferença de 3 e assim sucessivamente. 
 
[Se omitirmos um termo de cada vez na proporção dos números naturais
teremos uma diferença de 2
Se omitirmos dois de cada vez
teremos uma diferença de
Se omitirmos três termos d
1,3,5,7,... 
1,4,7,10,...  3
e cada vez
teremos uma diferença de1,5,9,13,17,...  4 (...)]
 
 
Reforça estas afirmações dizendo
69
 
 
Esta proporção mantém sempre a mesma 
diferença entre os seus termos consecutivos, embora 
com diferente qualidade
70
. Se, pelo contrário, 
partilhasse a mesma qualidade com diferentes 
quantidades
71
 seria geométrica. 
 
 
Propriedades da proporção aritmética
72
 
 
a) Na proporção contínua, o meio é igual a metade da soma dos 
extremos. Na proporção disjunta, a soma dos meios é igual à soma 
dos extremos.  
 
Exemplos:  
                                                 
68 [17], p. 842. 
69 [17], p. 842. 
70 Razão. 
71 Diferenças. 
72 [17], p. 843. 
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Seja 4, 5, 6 em proporção aritmética contínua, temos 
4 6
5
2


 
 
Generalizando este resultado podemos afirmar que,  
 estando , ,a b c  em proporção aritmética contínua crescente é 
2
a c
b

 . 
Demonstração: 
De facto, por definição sabemos que: 
, donde 2
2
c a
b a c b   b c a b

        
Exemplo: 
Seja 4, 5, 6, 7 em proporção aritmética disjunta, temos 5 6 4 7   .  
Tal decorre da própria definição, como podemos ver: 
Seja , , , em proporção aritmética disjunta crescente então ,
donde
 a b c d  ,  b a d c  
, b c a d
  
  
 
 
 
b) A razão de cada termo consigo próprio é igual à razão das diferenças 
entre os termos.  
 
seja três termos em proporção aritmética crescente então, , logo a,b,c b a c b
b a a b c
c b a b c
  

  
  
 
 
c) O produto dos extremos é sempre menor que o quadrado do meio e 
essa diferença é igual ao produto das diferenças entre os seus termos.  
 
Exemplo:  
na proporção 1, 2, 3, de razão 1, temos: 
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21 3 2
2 1 1
3 2 1
1 1 1
2assim 2 3 1 (2 1) (3 2)
 e
, 
 
 
 
 
     
.  
 
Generalizando, 
 
  2 2Estando em proporção aritmética crescente a,b,c  , ac b  e b ac b a c b    
 
 
Justificação: 
Segundo a definição desta proporção podemos afirmar que 
 e a b r c b r    assim,    2 2ac b r b r b r     , sendo 2 1r  , é 2.ac b    
Mais ( ) ( ), logo substituindo em
2 2 2 2vem ( )( ) ( )( )
, r b a c b   r 
ac b r   ac b b a c b b ac b a c b
   
          
 
 
 
d) A razão entre os termos consecutivos vai diminuindo, sendo a razão 
entre os dois primeiros termos a maior razão
73
: 
 
A razão entre os termos menores é maior que a 
razão entre os termos maiores. Veremos mais à frente 
que, pelo contrário, na proporção harmónica a razão 
entre os termos consecutivos vai aumentando. A 
proporção geométrica encontra-se no meio, pois a 
razão entre os termos consecutivos é constante. 
 
Vejamos: 
Sejam , , ,a b c d  numa proporção aritmética e a b c d    temos 
b c d
a b c
  . 
Podemos justificar da seguinte forma: 
A proporção pode ser reescrita  
2 3
, , 2 , 3 ,... assim temos as razões ; ; ;...
2
a r a r a r
a a r a r a r   
a a r a r
  
  
 
  
                                                 
73 [17], p. 843. 
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as quais podemos ainda reescrever  
.1 ;1 ;1 ;..
2
r r r
a a r a r
  
 
 
verificando facilmente que 
.1 1 1 ..
2
r r r
a a r a r
     
   
 
 
I.3.4 Proporção Geométrica 
Nicómaco inicia a abordagem à Proporção Geométrica no primeiro parágrafo do 
capítulo XXIV
74
 
 
A próxima proporção, geométrica, é a única que 
na verdadeira aceção da palavra devia ser chamada 
de proporção, porque os seus termos estão 
relacionados pela mesma razão. 
Existe proporção geométrica quando três ou mais 
termos estão dispostos sucessivamente e os termos 
consecutivos nunca diferem na mesma quantidade 
mas sim na mesma qualidade da razão. É 
precisamente o contrário da proporção estudada 
anteriormente.  
 
Exemplos 
 
Iniciar em 1 e continuar usando a “razão dupla”, 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, … 
Outro, agora usando a “razão tripla”, 1, 3, 9, 27, 81, 243, … 
 
Em ambas podemos verificar o que afirma Nicómaco: 
 .
1 2 4 8
... mas 2 1 4 2 8 4 ..
2 4 8 16
             
 .
1 3 9 27
... mas 3 1 9 3 27 9 ..
3 9 27 81
             
O mesmo acontece na sua forma disjunta [não repetindo os meios],  
                                                 
74 [17], p. 843 
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 
4 16
2 8
  e 4 2 16 8   . 
 
 
Propriedades da proporção geométrica
75
 
 
a) As diferenças entre os seus termos estão na mesma razão que os 
termos.  
  
Exemplo 
Partindo da proporção 
2 4 8
4 8 16
  , temos 
8 4 16 8
2
4 2 8 4
 
 
 
 
 
Generalizando: 
2
2
sejam , , em proporção geométrica crescente, temos
Justificação
:
seja , ,
( 1)
( 1)
a b c 
c b b c
b a a b
 a ar ar
ar ar ar r b c
r
ar a a r a b

 

 
   
 
 
 
 
b) O valor da diferença entre os termos consecutivos da proporção está 
relacionado com o menor termo subtraído, da seguinte forma: se a 
razão for 2, então essa diferença é precisamente igual ao menor 
termo; se a razão for 3, então essa diferença é igual ao dobro do 
menor termo; se a razão for 4, então essa diferença é o triplo do 
menor; … 
 
                                                 
75 [17], p. 843. 
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[Se 2 na proporção 1,  2,  4,  8, então 2 1 1;  4 2 2;  8 4 4;...
(as diferenças são  ao menor termo)
Se 3 na proporção 1,  3,  9,  27, então 3 1 2 1;  9 3 2 3;  27 9 2 9;...
(as diferenças são o  d
r
r
      
         
iguais
dobro
.
o menor termo)
Se 4 na proporção 1, 4, 16, 64,  então 4 1 3 1;  16 4 3 4;  64 16 3 16;..
(as diferenças são o  do menor termo)]
r          
triplo
 
 
Vejamos a generalização: 
Seja a proporção 2 3 4 ,1, , , , ..., nr r r r r ; sabemos que 1 1( 1)n n nr r r r     logo  
1 1 1
1 1 1
1 1 1
2
(2 1)
3
(3 1) 2
4
(4 1) 3
(...)
n n n n
n n n n
n n n n
Se r
r r r r
Se r
r r r r
Se r
r r r r
  
  
  

   

   

   
 
 
 
c) O produto dos extremos é igual ao quadrado do termo do meio, se a 
proporção for contínua. Se a proporção for disjunta, o produto dos 
extremos é igual ao produto dos meios.  
 
Nicómaco admite que esta proporção (geométrica) não existe apenas entre os 
múltiplos (com razões inteiras), também existe entre os superparticulares, 
supradivisores e formas mistas. E esta propriedade, assim como a seguinte, em 
particular, são preservadas em todos estes casos
76
. 
 
 Exemplos 
 
4 2 21,2,4,... 1 4 2
2 1
27 9 23,9,27,... 3 27 9
9 3
   
  
   
   
           ou  
1,2,4,8,... 1 8 2 4
1,3,9,27,... 1 27 3 9
  
 
   
   
 
                                                 
76 [17], p. 843. 
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Nestes casos particulares
77
 podemos escrever: 
 
 
2 1
2
2 1 2 2 2 2 2 2 2
3 2 1
3 2
Seja , , em proporção geométrica contínua, então é verdade que
seja , , , em proporção geométrica disjunta, então é verdade que
n n n
n n n n n n n n
n n n n
n n n
 r r r  
 
r r r r r r r
 
 r r r r  
r r r
 
      
  
 
     
   1 3 2 1 2 3 2 3 n n n n n n nr r r r r          
 
 
 
d) A razão entre os termos consecutivos é constante. 
Esta propriedade decorre da própria definição de proporção geométrica. 
 
Nicómaco constata outra curiosidade dos números nesta proporção.  
 
 Menciona de seguida que se escrevermos a série composta por números 
heteromécicos
78
 e quadrados
79
 desde o 1, isto é: 
2 2 2 21, 2(2 1), 4(2 ), 6(3 2), 9(3 ), 12(4 3), 16(4 ), 20(5 4), 25(5 ),...             
Selecionando grupos de três, iniciando no 1 e sendo o último número do grupo 
anterior o primeiro do grupo seguinte, isto é, por exemplo: 
 
1, 2, 4 
4, 6, 9 
9, 12, 16 
16, 20, 25 
(…) 
Verificamos que a partir da razão dupla, todo o tipo de superparticulares vão 
aparecendo uma a uma; a saber: 
                                                 
77 O caso geral está demonstrado no capítulo referente a Euclides. 
78 números que resultam do produto de dois naturais que diferem uma unidade. [17], p. 838 ou [10], p. 32. 
79 números que resultam do produto de dois números iguais – lados do quadrado. 
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2
2 (razão dupla)
1
9 3
(sesquiáltera)
6 2
16 4
(sesquiterceira)
12 3
25 5
(sesquiquarta)
20 4
 
 
 
 




 
(…) 
 
 Refere também um corolário de um teorema que atribui a Platão e cita-o80 
 
os números planos estão sempre relacionados por 
uma média geométrica com um meio e os números 
sólidos com dois meios. 
(Timeu, 32, segundo o tradutor)
81
 
 
Esta denominação dos números, planos e sólidos, resulta, respetivamente, dos lados 
de um quadrado [bidimensional, no plano] e das dimensões de um cubo [tridimensional, 
no espaço]
82
. 
 
Explica assim que,  
 dados dois números planos [quadrados] consecutivos existe apenas um 
número, como meio, que preserva a proporção geométrica entre eles.  
Verifiquemos: 
 
                                                 
80 [17], p. 844. 
81 [10], p. 93. 
82 [17], pp. 832-833. 
Alguns marcos históricos relativos a um conceito matemático elementar: um estudo sobre proporções 
56 
2
2
1
Dados 1 e 4, temos : 4 4 2
4
4
Dados 4 e 9, temos : 36 36 6
9
Generalizando : 
dados  e  dois números planos [quadrados], 
existe um  que e
x
x x x x
x
x
x x x x
x
a c
b

      
      
Dois números planos  uma média geométrica
2
stabelece uma proporção geométrica e é da forma
(média geométrica)
a b
b ac b ac  
b c
    
 
 
Nicómaco diz que a razão de tal acontecer é o facto dos números do lado de cada 
quadrado multiplicados produzirem o termo do meio. 
 
Exemplos 
 
 1 (área do quadrado de lado 1) e 4 (área do quadrado de lado 2) 
Fazendo o produto das medidas dos lados,1 2 2  , obtemos o termo médio da 
proporção geométrica 
4 2
2 1
 . 
 4 (área do quadrado de lado 2) e 9 (área do quadrado de lado 3) 
O termo médio será 2 3 6  . Obtemos a proporção geométrica 
9 6
6 4
 . 
 
Do mesmo modo,  
 dados dois números sólidos [cúbicos] consecutivos existem apenas dois 
meios que preservam a proporção geométrica entre eles. 
Mais uma vez a explicação reside no facto do lado de cada um dos dois cubos 
através de uma dupla multiplicação produzirem os termos médios. 
 
Exemplo 
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 
38 2 (volume do cubo de lado 2)
327 3 (volume do cubo de lado 3)
Obtemos desta forma os termos médios :
2 2 3 12
3 3 2 18
 
 


  
  
 
 
 
Nicómaco baseia todo o seu raciocínio e suporte das afirmações nos exemplos 
numéricos. Ou seja, menciona os resultados e explica-os mas as demonstrações estão, 
como veremos mais adiante, em Euclides. 
 
2
2
4
2 3 3
8
dados 8 e 27, temos apenas um único par
27
1448
188
efetivamente, 8
1227 27 1728 1728 12
64
x y
 x e y: 
x y
x
x y y
y
 
x
xy x x x x x

 

      
 
           

Dois números sólidos dois termos médios
 
 
3 3
3 3 3 2 2
3
2
2
3
2
3
generalizando, dados dois números sólidos
existe únicos . Temos
 a  e b
x b a x b a
a x y
 x e y :   b a
x y b y y b a
a
     

   
    

 
 
De seguida, afirma
83
 
 
Como tal, os números sólidos são chamados 
tridimensionais e os números planos bidimensionais. 
 
Exemplifica 
 
                                                 
83 [17], p. 844. 
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Anteriormente, já mencionamos que entre os números planos (neste caso quadrados) 
1 e 4 apenas o 2 é o seu meio-termo na proporção (1, 2, 4); entre os números 4 e 9 
apenas o 6 ocupa esse lugar na proporção (4, 6, 9). 
 
Entre os números cúbicos, 8 e 27, já são necessários dois meios para estabelecer 
uma proporção geométrica que são, neste caso, o 12 e o 18.  
Ficamos com 8, 12, 18, 27 em proporção geométrica 
8 12 18
12 18 27
 
  
 
 
 
Podemos, em particular, ver as demonstrações destes enunciados nas proposições 11 
e 12 do livro VIII dos Elementos de Euclides
84
. 
 
No final deste capítulo, Nicómaco estabelece algumas proposições que resumimos 
da seguinte forma
85
: 
 
Sejam a  e b  dois números naturais 
2 2
2
3 3
o produto de dois números quadrados é sempre um número quadrado.
( 1) o produto de um número quadrado por um heteromécico nunca é um quadrado.
o produto de dois números cúbicos é sem
a b  - 
a b b  -  
a b  -  

3
pre um cubo.
( 1) o produto de um número cúbico por um heteromécico nunca é um cubo.
e compara ao produto dos números pares e ímpares
2 2 é sempre par
(2 1)(2 1) é sempre ímpar
2 (2 1) é sempre 
a b b  -  
a b 
a b  
a b  


 
 par e nunca ímpar.
 
 
I.3.5 Proporção Harmónica 
A proporção que aparece em terceiro lugar, já no capítulo XXV do Livro II no 
tratado de Nicómaco, é a Proporção Harmónica
86
. Podemos ler a este respeito 
 
                                                 
84 Ver p. 122 e 123. 
85 [17], p. 844. 
86 [17], p. 844. 
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(…) que existe quando entre três termos, o do 
meio não está na mesma razão nem para o 
antecedente nem para o consequente como na 
proporção geométrica, nem com a mesma diferença, 
como na proporção aritmética mas, pelo contrário, a 
razão entre o maior termo e o menor é igual à razão 
entre a diferença entre o maior termo e o do meio e a 
diferença entre o do meio e o menor termo.  
 
Assim, 
Dados em proporção harmónica crescente entãoa, b, c ,
c c b
a b a



 
 
Como curiosidade vejamos que 
 
( ) 2
2
ou, ainda :
dividindo ambos os termos da fracção por
(o inverso da média aritmética dos inversos)
1 1
c c b
a b a
cb ca ac ab
b c a ac
ac
b  
a c
ac
b= ,  ac
a+c
2
1
b=  
1
2 a c



   
  
 

 
 
 
(média harmónica)
 
 
Nicómaco, mais uma vez, exemplifica: 
 
 
3, 4, 6 ou 2, 3, 6
6 6 4
temos 2 (razão dupla), também 2 (razão dupla)
3 4 3
6 6 3
do mesmo modo 3 (razão tripla), também 3 (razão tripla)
2 3 2
      
    
    

 


 

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Propriedades da proporção harmónica
87
 
 
a) Ao contrário da proporção aritmética, a razão entre os termos 
consecutivos vai aumentando, sendo a razão entre os dois primeiros 
termos a menor razão
88
. Nas palavras de Nicómaco, lê-se:  
 
A razão entre os termos mais pequenos é menor 
que a razão entre os termos maiores. 
 
Em notação simbólica atual podemos dizer que: 
Se , ,a b c  estiverem em proporção harmónica e a b c   então ter-se-á que  
b c
a b
 . 
 
Podemos verificar, por exemplo, seguindo o denominado “método analítico” dos 
Gregos e que Papo de Alexandria (séc. IV d. C.) reporta [começando do fim para o 
princípio] da seguinte forma: 
 
Sejam , ,a b c  em proporção harmónica e a b c   então, 
2 2
sendo temos
ac ac
 b   a c
a c a c
  
 
 o que faz com que 
2
2
ac
ca c
aca
a c
 

. 
 
2 2 2
2
2
4 2 4
2 2
ac
c c a ca c a c ac a ac c ac
aca a c a
a c
          


 
 
22 2 2 0 0 (identidade)a c ac a c          
 
 
b) Na proporção aritmética o termo médio é menor e maior que os extremos 
pela mesma parte dele próprio, mas sempre por diferentes partes dos 
                                                 
87 [17], pp. 844-845. 
88 [17], p. 844. 
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extremos. Na proporção harmónica, acontece o contrário, o termo médio é 
menor e maior que os extremos por partes diferentes dele próprio, mas 
sempre pela mesma parte dos extremos.  
 
Esta propriedade é explicada de uma forma prolixa e potencialmente confusa em 
Nicómaco que, ainda por cima, não chega a dar-nos exemplos. Tentemos, pois, 
clarificá-la com recurso a alguns exemplos: 
 
 Na proporção aritmética 2, 3, 4, 
3 2 3
3 4 3

   

  

1
3
1
3
(mesma parte dele próprio) 
3 2 2
3 4 4

   

  

1
2
1
4
(diferentes partes dos extremos) 
 
 Por outro lado, na proporção harmónica 3, 4, 6: 
4 3 4
4 6 4

   

  

1
4
1
2
(diferentes partes dele próprio) 
4 3 3
4 6 6

   

  

1
3
1
3
(mesma parte dos extremos) 
 
 
c) O produto do termo médio pela soma dos extremos resulta sempre no dobro 
do produto dos extremos.  
 
Aqui temos que esta propriedade, correspondente à média harmónica, resulta da 
própria definição desta proporção. A saber: 
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sejam em proporção harmónica crescente, então
( ) 2
 a,b,c 
c c b
a b a
cb ca ac ab
b c a ac



   
  
 
 
Nicómaco não refere qualquer outra consideração a respeito das proporções e, nos 
capítulos XXVI, XXVII e XXVIII, depois de introduzir a escala musical como 
razões/médias da teoria das proporções, explica, ainda que brevemente, as outras sete 
proporções, nomeadamente:  
 A proporção subcontrária à harmónica, a contrária à geométrica [duas com 
esta mesma denominação], a primeira de quatro, a segunda de quatro, a 
terceira de quatro e a quarta de quatro. Nicómaco apresenta também um 
resumo das dez proporções segundo os seus termos iniciais, dizendo
89
 
 
Para resumir, deixemos os termos das dez 
proporções serem organizadas numa ilustração, para 
mais fácil compreensão 
 
Vejamos como o faz através dos seguintes exemplos: 
 
Primeira [Aritmética]: 1, 2, 3 
[1 3 22   ] 
Segunda [Geométrica]: 1, 2, 4 [ 21 4 2  ] 
Terceira [Harmónica]: 3, 4, 6 
1 1
3 6 4
2 
  
 
 
Quarta [Subcontrária à Harmónica] : 3, 5, 
6 
2 23 6
5
3 6
 
 
 
 
Quinta [Contrária à Geométrica I]: 2, 4, 5 
22
5 2 4
4
 
   
 
 
Sexta [Contrária à Geométrica II]: 1, 4, 6 
26
1 4 6
4
 
   
 
 
Sétima: 6, 8, 9 
9 6 9
8 6 6
 
  
 Oitava: 6, 7, 9 
9 6 9
9 7 6
 
  
 
                                                 
89 [17], p. 847. 
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Nona: 4, 6, 7 
7 4 6
6 4 4
 
  
 Décima: 3, 5, 8 
8 3 5
8 5 3
 
  
 
 
 
Por fim, Nicómaco deixa esta afirmação
90
 
 
Ficou para discutir muito brevemente a mais 
perfeita das proporções, que é tridimensional e 
abarca todas as outras, e que é muito útil para o 
progresso da música e da teoria da origem do 
universo. Apenas esta deveria chamar-se harmonia e 
não as outras, uma vez que não é plana, não tem 
apenas um meio-termo, mas dois, pois estende-se em 
três dimensões, assim como já se explicou que o cubo 
é harmonia. 
 
Esta proporção dita “a mais perfeita” e muito útil para a música e para a teoria da 
origem do universo, é composta por quatro termos e pode ser apresentada, em 
simbologia atual, da forma seguinte
91
: 
 Sejam a  e b  dois desses termos e a b então, 
2
, , ,
2
a b ab
a    b
a b


 estão em 
proporção geométrica. 
Temos então 
2
: :
2
a b ab
a b
a b



. 
Dados os termos a  e b , o primeiro termo está para a média aritmética desses 
termos assim como a média harmónica desses termos está para o segundo termo. 
 
Exemplo 
 
 Nicómaco sugere 6, 8, 9 e 12 que, de seguida, explicaremos. 
Dados 12 e 6, temos: 
 
12 6 2 12 6
12 : : 6;
2 12 6
  


 ou seja 12:9 8:6  
                                                 
90 [17], p. 848. 
91 [26], p. 86. 
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Podemos dizer que os meios desta proporção geométrica de razão 
4
3
 são a média 
aritmética e a média harmónica de 12 e 6, respetivamente, 9 e 8. 
Nesta proporção temos os conceitos das três proporções principais. 
 
a média harmónica de (a,b)
=
média aritmética de (a,b) b
 
 
Podemos verificar este facto usando a propriedade c) das proporções geométricas 
em Nicómaco, “o produto dos meios é igual ao produto dos extremos”, ensinada logo 
no 2º ciclo do Ensino Básico: 
 
2
2
a b ab
ab ab ab
a b

   
 .
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Capítulo II 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
De tal modo é o conteúdo do ensinamento pitagórico que Boécio, com o 
seu excelente conhecimento do grego, empreende transmiti-lo ao mundo 
latino na sua obra “Instituição Aritmética” 
 
Jean-Yves Guillaumin 
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II Boécio e Nicómaco (quatro séculos de diferença) 
II.1 Enquadramento Histórico 
II.1.1 Algumas referências biográficas sobre Boécio 
Boécio
92
, nascido em Roma por volta do ano 480 d.C., terá estudado no Oriente 
grego. 
Foi um estadista e um filósofo, traduziu Platão e Aristóteles, comentou e foi autor 
de livros sobre matemática, música, teologia, e foi um homem do estado romano 
(cônsul e senador). É hoje considerado o principal autor matemático da Roma antiga. 
Escreveu livros de textos, inspirados em Nicómaco, Instituição Aritmética, 
Instituição Musical e segundo Jean-Yves Guillaumin
93
, o tradutor que usaremos no 
presente estudo, também escreveu um texto intitulado Geometria onde traduziu e/ou 
adaptou os quatro primeiros livros dos Elementos de Euclides. Sabe-se ainda que os 
livros de Boécio foram muito utilizados nas escolas da Idade Média. 
Terá sido mandado executar por Teodorico, Rei dos Ostrogodos, por razões políticas 
em 524 ou 525 d. C., em Pavia. 
Dois séculos depois, em 725 d.C, o rei Luitprand terá ordenado que o seu corpo 
fosse levado para a igreja de São Pedro, em Pádua, onde passou a ser alvo de verdadeiro 
culto
94
. 
 
                                                 
92 Anício Mânlio Severino Boécio, segundo [15], p. 130. 
93 [23], Int., p. 26. 
94 [41]. 
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II.1.2 Nicómaco e Boécio 
Boécio considera os conteúdos dos ensinamentos pitagóricos muito importantes e, 
dado o seu conhecimento da língua grega, resolve transmitir essa sabedoria ao mundo 
latino na sua obra Instituição Aritmética. Este título, o de “instituição”, justifica-se pelo 
caráter metódico da obra, sendo também um manual escolar, ou uma obra de referência, 
que se propõe ensinar a ciência aritmética aos alunos e, simultaneamente, fornecer ao 
professor uma ajuda e uma exposição sistemáticas
95
. 
Boécio segue a obra afim de Nicómaco e, embora Apuleio
96
, um seu antecessor, já 
tivesse feito uma tradução, não parece que Boécio a tenha utilizado. 
Esta sua Instituição Aritmética não é um comentário à Introdução à Aritmética de 
Nicómaco, tal como referiram Jamblico ou Asclépio
97
, como também não é uma 
tradução literal. Boécio faz uma tradução livre, tentando explicar melhor alguns pontos 
técnicos do texto de Nicómaco, e tentando melhorar e fornecer mais exemplos aos seus 
leitores. No entanto, não introduz alterações significativas ao texto original de 
Nicómaco: as omissões, os ajustes, as modificações e os acrescentos são, efetivamente, 
raros. Ele próprio o diz na carta introdutória que escreve ao seu senhor, o patrício 
“Symmachus”; afirmando que vai seguir o caminho traçado por outro, sem meter os 
seus passos nos dele
98
.  
Como foi através de Boécio que a Idade Média conheceu o texto de Nicómaco, 
impõe-se, em nosso entender, a comparação destes dois textos. 
 
Referir-nos-emos também à importância de Isidoro de Sevilha na continuidade desta 
divulgação científica durante a Idade Média que, no dizer de alguns, foi um “tempo de 
trevas”. 
Depois da morte de Boécio pouco se desenvolveu a Literatura e a Ciência do 
período clássico. Segundo Gregory of Tours
99
 (S. Gregório de Tours),  
 
Tristes os nossos dias, o estudo das nossas obras 
morreu entre nós, e está por encontrar um homem 
capaz de perpetuar a história destes tempos.  
                                                 
95 [23], Int., p. 39. 
96 Lucius Apuleius, Madaura, atual Argélia, (125-180). 
97 Jamblico (245-325); Asclépio de Tralles (cerca de 560). 
98 [23], Int., p. 3. 
99 S. Gregório de Tours (538-594) Historiador galo-romano, bispo de Tours. Citação encontrada em [37]. 
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II.2 Os números em Boécio 
Boécio, na sua obra Instituição Aritmética composta por dois livros, que analisámos 
no presente estudo, traduz e comenta Nicómaco nos capítulos iniciais do Livro 1. 
Assim, tal como em qualquer tradução, Boécio, ao traduzir (para Latim) o texto de 
Nicómaco, terá tido necessidade de adaptar os termos originais a uma nova língua mas, 
também como em qualquer divulgação, Boécio terá, igualmente, sentido a necessidade 
de explicar com maior clareza possíveis dificuldades encontradas no texto que traduziu. 
Uma inovação patente é o uso do termo “Quadrivium” quando se refere às quatro 
áreas do saber matemático: Aritmética, Geometria, Astronomia e Música. Supõe-se, em 
particular, que foi o próprio Boécio que cunhou o termo Quadrivium que, depois, ao 
juntar-se ao Trivium (Retórica, Gramática e Lógica) daria origem às 7 denominadas 
Artes Liberais que se ensinavam nas Universidades Medievais. Assim, nas palavras de 
Boécio
100
: 
 
…Eis o que é a quádrupla via pela qual devem 
caminhar aqueles cujo espírito superior se deixa 
conduzir dos sentidos inatos às certezas mais altas da 
inteligência 
 
No que a número se refere, Boécio partilha o lema pitagórico de que os números 
estão na base de todas as coisas e escreve, em particular, que
101
: 
 
Desde o início tudo o que foi criado tem, na sua 
natureza, razões numéricas. (…) O número foi o 
primeiro a ser criado porque tal foi o primeiro 
modelo no espírito do Criador. 
 
Boécio não menciona a primeira definição de número dada por Nicómaco quando 
este fala em “quantidade limitada”, dizendo que é necessário dar-se a definição de 
número. Nas palavras de Boécio lemos
102
: 
 
O número é uma coleção de unidades ou uma 
ligação de proporções cujo fluxo é constituído por 
unidades. 
                                                 
100 [23], p. 8, 1.1 (7). 
101 [23], p. 11, 2. (1) e (3). 
102 [23], p. 12, 3 (1). 
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Logo a seguir surgem as definições (divisão) de números pares e ímpares. Boécio 
explica-as, tal como Nicómaco, da seguinte forma
103
 
 
É par o número que pode ser dividido em duas 
partes iguais, sem que uma unidade fique no meio, e 
ímpar aquele que nenhum número o divide em partes 
iguais, porque a dita unidade fica no meio. 
 
A definição de número par dada pelos “pitagóricos”, Boécio também a refere, tal 
como Nicómaco, mas agora surge de um modo mais esclarecedor; a saber:
104
 
 
Um número par é aquele que pode ser dividido 
por uma mesma e única divisão em partes maiores e 
mais pequenas. As maiores em grandeza, as mais 
pequenas em proporção, conformemente às 
características contrárias destes dois géneros. 
 
De facto, se dividirmos um número par em duas partes iguais, cada parte é a maior 
possível dessa divisão e o número de partes é o menor possível. 
Recordemos a mesma definição em Nicómaco 
 
um número par é aquele que admite na mesma 
operação uma divisão na maior e menor das partes, 
maior em tamanho e menor em quantidade, de acordo 
com a contrariedade natural destes dois géneros. 
 
Os números ímpares, ainda segundo Nicómaco, só podem ser divididos em partes 
desiguais (par+ímpar)]. 
 
De seguida, e quando menciona a definição dos “mais antigos” (nas palavras de 
Nicómaco), Boécio reporta a origem pitagórica do conceito e exemplifica, revelando, a 
nosso ver, uma maior preocupação didática.  
 Os seus exemplos são os números 
10 (5 5 ou 3 7),  8 (4 4 ou 5 3) e 7 (4 3)     .  
                                                 
103 [23], p. 12, 3.(3). 
104 [23], p. 13, 4. (2). 
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Relacionando estes dois tipos de números (pares e ímpares) Nicómaco diz que são 
números que diferem uma unidade nas duas direções, por excesso ou por defeito 
enquanto Boécio acrescenta
105
:  
 
(…) com efeito, se a um número par se remove ou 
acrescenta a unidade obtemos um número ímpar, se 
fazemos o mesmo a um ímpar, geramos sempre um 
par. 
 
Quando, depois, Boécio fala da propriedade fundamental de todos os números 
referindo, tal como Nicómaco, que “um número se obtém pela semissoma do número, 
seguinte e anterior, do mesmo modo pela semissoma dos seguintes que diferem uma 
unidade e pelos seguintes a esses e assim continuando até onde for possível”. Boécio 
denomina este subcapítulo de “característica principal da unidade” e penso que este 
título não é irrelevante porque, mais à frente
106
, Boécio diz-nos que “a unidade tem um 
processo de formação diferente dos outros números,” pois é apenas a metade do número 
seguinte. Conclui dizendo que “a unidade ocupa uma posição única pois é o princípio 
dos números”. 
Também aqui, mais uma vez, sobressai uma preocupação didática ao exemplificar:  
 
 
4 6 3 7 2 8
5
2 2 2
  
    
[Em termos algébricos gerais tem-se que  
n  : 
( 1) ( 1) ( 2) ( 2) ( 3) ( 3)
; ;
2 2 2
n n n n n n
n n n
        
   ;…] 
 
Nicómaco sugere, como afirmámos anteriormente, um método [antifairese] para 
descobrir se os números são primos entre si, tendo apenas a unidade como medida 
comum e, se não, qual a sua medida comum além da unidade
107
. Boécio segue o mesmo 
método mas usa outros exemplos, talvez por pensar serem mais adequados. 
 
 
 
                                                 
105 [23], p. 15, 7. (2). 
106 [23], p. 16, 7. (3)–(6). 
107 Máximo divisor comum. 
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Exemplos de Boécio 
 
 Sejam 9 e 29, pelo mesmo método temos 
 
 (9,29) (9,20) (9,11) (2,9) (2,7) (2,5) (2,3) (1,2) (1,1) 1          
  Conclusão: estes números são primos entre si. 
 
 Sejam 9 e 21 
  (9,21) (9,12) (3,9) (3,6) (3,3) 3      
  Conclusão: o máximo divisor comum de 9 e 21 é o 3
108
. 
 
Nas palavras de Boécio, 
 
Declaramos estes números comensuráveis e a sua 
medida comum é o 3, aquele que restou. 
 
Boécio, tal e qual Nicómaco, descreve-nos a mesma fórmula geradora de números 
perfeitos, que diz ser
109
 
 
fixa e infalível, (…) só existe esta maneira de os 
produzir, não há mais nenhuma. 
 
No entanto, chama aos números que Nicómaco apelida de “abundantes”, números 
mais que perfeitos e aos números deficientes, números imperfeitos. 
 
Nas cem páginas seguintes Boécio apresenta as relações de ordem dos números 
naturais tal e qual o faz Nicómaco
110
.  
Começa por afirmar que existem cinco tipos de relações de maior desigualdade: 
múltiplos, superparticulares, supradivisores, múltiplos superparticulares e múltiplos 
supradivisores. Continua dizendo que as relações de menor desigualdade têm as 
mesmas denominações, acrescentando-lhe o prefixo “sub”. Depois, para cada um destes 
                                                 
108 [23], p. 40, 18. (5). 
109 [23], p. 43, 20. (3). 
110 Ver esquema da p. 42. 
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cinco tipos de relações, dedica um capítulo onde descreve os seus vários “subtipos” e a 
forma como são gerados. 
Para finalizar, neste capítulo, Boécio apresenta ilustrações muito interessantes de 
todos estes “tipos” e “subtipos”, que não encontramos em Nicómaco, por exemplo111, 
vejamos como Boécio esquematiza o facto das relações de “multiplicidade” serem 
anteriores aos outros tipos de relações de desigualdade, uma vez que ocorrem 
“naturalmente” e de acordo com a sua ordem natural até 10112: 
 
                                                 
111 [21], p. 53. 
112 usa uma tabela 10 10 com todos os múltiplos dos números naturais até 10 que surgem apenas de multiplicações 
entre esses mesmos números. 
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II.3 As proporções em Boécio 
Já fizemos algumas comparações que consideramos pertinentes relativamente ao 
Livro 1, da Instituição Aritmética de Boécio, nomeadamente nas definições e divisões 
dos números. Analisámos também o Livro 2, nomeadamente os subcapítulos dedicados 
à noção de proporção
113
, e encontrámos omissões, ajustes e modificações do texto de 
Nicómaco assim como uma maior variedade de exemplos 
 
Assim, no capítulo XL, Boécio fala no conceito que, atualmente, designamos como 
proporção mas, neste ponto, vemos o nosso tradutor Jean-Yves Guillaumin fazer, ele 
próprio, uma escolha de termos para a sua tradução e a optar pelos termos de Euclides 
que são os que ainda hoje usamos. Pretende, com isso, tornar o texto de Boécio mais 
coerente e afastar-se, assim, da escolha feita por Nicómaco para estes mesmos 
conceitos. Podemos ler
114
 
 
A proporção é pois a associação de dois, de três 
ou de um número qualquer de razões numa única 
razão, mesmo se não são constituídas pelas mesmas 
quantidades, ou as mesmas diferenças. (…) 
Uma razão é uma relação recíproca, uma espécie 
de sequência de dois termos, cuja reunião dá uma 
proporção porque é a reunião de razões que faz a 
proporção. (..) 
A proporção mais pequena é a de três termos. 
 
Jean-Yves Guillaumin sugere que Boécio terá tentado, nesta sua obra, ser coerente 
com as designações mas não o conseguiu na íntegra. Na verdade, Boécio usa 
“proporcionalidade” e “proporção” para designar o mesmo conceito. 
Chamamos ainda à atenção para o facto de que, segundo Jean-Yves Guillaumin
115
, 
já no Livro 1, Boécio tinha designado o termo “média” por “medietas”, “media portio” 
e “media pars”. 
 
Com três termos encontra-se a proporcionalidade [proporção] mínima. Também se 
afirma que a proporção ocorre com mais termos mas assim será maior
116
. 
                                                 
113 [23], p. 140. 
114 [23], p. 43, 20. (3). 
115 [23], p. 216, nota 57. 
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 Boécio escolhe os mesmos exemplos iniciais para a proporção que 
Nicómaco tinha escolhido (1,2,4) e (1,2, 4, 8, 16, …) mas fala em proporção 
(proportionalitas) de “razão dupla” (dupla proportio). 
 
No capítulo XLI, de título “Que proporção existia nos “Antigos” e quais foram, 
depois, acrescentadas?” repara que  
 
nós escrevemos o “singular”, tal como está nos 
manuscritos. Ter-se-ia preferido ler-se o “plural”, 
quais proporções, pois que há três proporções 
antigas. 
 
Boécio fala em três tipos de proporções e das “médias” e menciona, além dos 
autores citados por Nicómaco, o pitagórico Arquitas
117
 que, antes mesmo de Aristóteles, 
enumerou as 10 Categorias, mais tarde chamadas “Categorias Aristotélicas”: essência, 
quantidade, qualidade, relação, lugar, tempo, posição, estado, ação e paixão. E, como 
tal, as proporções também são 10 pois este é o número perfeito dos pitagóricos, e 
acrescenta, cinco destas proporções são as antecedentes e as restantes cinco são as 
consequentes
118
. [Mais uma vez a referência ao número perfeito 10 proveniente do 
pensamento da escola pitagórica e que já mencionamos neste trabalho]. No presente 
trabalho atribuímos a mesma “numeração” (a); b); c), etc) às propriedades das 
proporções que desenvolvemos em Nicómaco. 
 
Continua Boécio, dizendo
119
: 
 
Vamos agora falar das proporções e das médias 
(…) começando pela média aritmética. 
 
Realça também o facto de já ter explicado a primazia da aritmética em relação às 
outras ciências do quadrivium e que, retirando a aritmética da geometria ou da música, 
estas ficariam destruídas. 
 
                                                                                                                                               
116 [23], p. 140, (4). 
117 Arquitas de Tarente (séc. IV a. C.). 
118 [23], p. 142, (2). 
119 [23], p. 143. (1). 
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Mais à frente, no capítulo XLIII, Boécio desenvolve e explica as propriedades da 
proporção aritmética que já Nicómaco descrevera, a recordar: 
Na propriedade a) “Na proporção contínua, o meio é igual a metade da soma dos 
extremos. Na proporção disjunta, a soma dos meios é igual à soma dos extremos”. 
Na propriedade b) “A razão de cada termo consigo próprio é igual à razão das 
diferenças entre os termos”. 
 
Boécio atribui ao próprio Nicómaco a descoberta da propriedade c)
120
  
   2 2Seja , , uma proporção aritmética crescente ea b c  , ac b   b ac b a c b      
Quando afirma 
 
 Vejamos algo ainda mais subtil que muitos sábios 
desta disciplina, exceto Nicómaco, jamais viram 
anteriormente (…) 
 
Mais à frente, reforça esta ideia dizendo que é uma propriedade que “escapou à 
maioria” e enuncia esta propriedade c) da seguinte forma121 
 
O produto dos extremos é sempre menor que o 
quadrado do meio e essa diferença é igual ao produto 
das diferenças entre os seus termos. 
 
Para exemplo Boécio sugere a proporção 3, 5, 7, na qual  
 
2 23 7 21 5 e 5 21 4
e 4 é precisamente o produto das diferenças entre os termos
5 3 2
7 5 2
2 2 4
  
,
 
    
 
 
 
 
 
Tal como se verificou no Livro 1, Boécio dá ainda mais exemplos e ilustra-os com 
esquemas elucidativos
122
. 
 
                                                 
120 [23], p. 146. (11). 
121 [23], p. 147, 11. 
122 [21], p. 144. 
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Observe-se que aqui, como noutras representações que Boécio faz dos números, usa 
os símbolos romanos. O sistema posicional decimal que hoje usamos, propriamente 
chamado hindú-arábico, só muitos séculos mais tarde foi divulgado no Ocidente
123
. 
 
 
A propriedade d) [seja , , ,a b c d , uma proporção aritmética e a b c d    temos 
b c d
a b c
  ] é exemplificada da seguinte forma por Boécio124  
 
Na série 1, 2, 3; dois é o dobro de um e três é o 
sesquiáltera
125
 de dois, mas é maior a proporção 
dupla que a sesquiáltera
126
. 
 
Surge depois, no capítulo XLIV, a proporção geométrica [Boécio fala em média 
geométrica] e as suas propriedades. Diz que é a única que se deveria apelidar de 
proporção
127
. 
Os exemplos são também os mesmos de Nicómaco, embora sempre acompanhados 
por esquemas elucidativos. 
A propriedade a) “As diferenças entre os seus termos estão na mesma razão que os 
termos”. 
A propriedade b), mais difícil de entender, é longamente explicada e exemplificada 
por Boécio, no qual reconhecemos preocupações didáticas.  
 
Recordemos a definição de Nicómaco,  
                                                 
123 Este sistema, alegadamente invenção dos hindus, começaria a ser divulgado a partir do séc. IX (cerca de 825) por 
uma Aritmética do matemático indo-árabe Al-Khwarizmi (780-850), hoje perdida. São conhecidas traduções latinas 
deste texto que o teriam introduzido no Ocidente, concomitantemente com o célebre Liber Abaci de Leonardo de Pisa 
(início do séc. XIII). 
124 [23], p. 148, 14. 
125 A razão 3:2. 
126 
2 3
1 2
 . 
127 [23], p. 148, 44. (1). 
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o valor da diferença entre os termos consecutivos 
da proporção está relacionado com o menor termo 
subtraído, da seguinte forma: se a razão for 2, então 
essa diferença é precisamente igual ao menor termo; 
se a razão for 3, então essa diferença é igual ao 
dobro do menor termo; se a razão for 4, então essa 
diferença é o triplo do menor; (…) 
 
Boécio, usando linguagem retórica e sempre com exemplos numéricos, diz 
precisamente o que, usando a simbologia atual, se pode traduzir por
128
 
 
1
1
1
1
2 2 2
3 3 3 (3 1) 2 3
4 4 4 (4 1) 3 4
5 5 5 (5 1) 4 5
(...)
com
n n n
n n n n
n n n n
n n n n
 n




 
    
    
    

 
 
 
Exemplos de Boécio 
 
 
2
2 1
4
4 2 isto quando falamos em razão dupla
8
8 4

   


   


   

1
1
2
2
4
4
 
 
 
3
3 1 2 ( × )
quando falamos em razão tripla
9
9 3 = 6 ( × )

   

 

2 1
1
2 3
3
 
 
Também na propriedade c) “O produto dos extremos é igual ao quadrado do termo 
do meio, se a proporção for contínua. Se a proporção for disjunta, o produto dos 
extremos é igual ao produto dos meios”, se pode constatar as preocupações didáticas 
evidenciadas em Boécio pois exemplifica numericamente esta propriedade, quer na sua 
forma contínua quer disjunta. 
                                                 
128 [23], p. 150, 44. (9). 
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Na introdução que faz à propriedade d) “A razão entre os termos consecutivos é 
constante”, Boécio afirma129 
 
Como um belo exemplo e o mais certo, peguemos 
na passagem onde anteriormente afirmamos que toda 
a espécie de desigualdade advém da igualdade 
[subdivisão dos números no livro 1 da Instituição 
Aritmética de Boécio], aí vemos a conservação da 
proporção geométrica em todas as relações, 
múltiplos, superparticulares, supradivisores, etc, com 
as propriedades que já enumeramos. 
 
Depois de falar nas quatro propriedades, e sem mencionar a palavra 
“heteromécicos”, como refere Nicómaco, explica que dispondo em razão, a partir do 1, 
os números que se obtenham de um lado mais longo que o outro [retângulo cujos lados 
diferem uma unidade] e os números quadrados, podemos obter a razão “dobro” logo no 
início 
2 4
;
1 2
 
 
 
 e todo o tipo de razões superparticulares a seguir. O quadro explicativo
130
 
que aparece no final é muito elucidativo, como vamos ver. 
 
Partindo da série de números indicada 
 
2 2 2 21, 2(2 1), 4(2 ), 6(3 2), 9(3 ), 12(4 3), 16(4 ), 20(5 4), 25(5 ),...            , obtêm-se 
 
2 4
1 2
6 9
4 6
12 16
9 12
20 25
16 20
30 36
25 30
42
36
dupla                  dupla
sesquiáltera        sesquiáltera
sesquiterceira   sesquiterceira
sesquiquarta     sesquiquarta
sesquiquinta      sesquiquinta
sesq
 
 
 
 
 

49
42
uisexta        sesquisexta
 
                                                 
129
 [23], p. 151, 44. (11). 
130 [23], p. 152. 
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O capítulo XLV
131
 é completamente novo, não tendo qualquer correspondência em 
Nicómaco, e pensa-se que foi escrito por Boécio segundo uma outra fonte grega. Neste 
capítulo, propõe-se um paralelismo entre as três médias [proporções] e os diferentes 
sistemas políticos: oligarquia, aristocracia e democracia. 
Assim, segundo Boécio, a média aritmética é como um estado governado por um 
pequeno homem [oligarquia] pois é entre os termos mais pequenos que a razão é maior. 
A média musical é como o “estado dos melhores” [aristocracia] pois a proporção é 
maior nos termos maiores e a média geométrica é um estado em democracia pois a 
razão é a mesma para todos os termos. 
 
Para finalizar, e agora com a média [proporção] harmónica, Boécio traduz a 
definição de Nicómaco, apresenta os mesmos exemplos numéricos mas ilustra o 
conceito à sua maneira
132
. 
 
 
 
 Explica que 3, 4, 6 é uma proporção em que o maior termo é o dobro do 
primeiro e as diferenças entre os termos  4 3 1 e 6 4 2       também 
resultam em números que são o dobro um do outro. 
 
 Em 2, 3, 6 podemos observar que o maior termo é triplo do primeiro e o 
mesmo acontece com os números resultantes da diferença dos termos 
 3 2 1 e 6 3 3      . 
 
As três propriedades desta proporção descritas por Nicómaco assim como os 
exemplos repetem-se em Boécio;  
                                                 
131 [23], p. 153. 
132
 [23], p. 160. 
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Na propriedade a) “Ao contrário da proporção aritmética, a razão entre os termos 
consecutivos vai aumentando, sendo a razão entre os dois primeiros termos a menor 
razão”. 
 
Na propriedade b) “Na proporção aritmética o termo médio é menor e maior que os 
extremos pela mesma parte dele próprio, mas sempre por diferentes partes dos 
extremos. Na proporção harmónica, acontece o contrário, o termo médio é menor e 
maior que os extremos por partes diferentes dele próprio, mas sempre pela mesma parte 
dos extremos”. 
 
Para explicar a propriedade c) “O produto do termo médio pela soma dos extremos 
resulta sempre no dobro do produto dos extremos”, acrescenta o exemplo seguinte: 
 
 
sejam 3,4,6 em proporção harmónica 
4 (3 6) 2 3 6
4 9 2 18
  
    
  
 
 
Referimos também que no, capítulo LIII, Boécio faz um quadro resumo das dez 
proporções bastante melhor ou pelo menos mais elucidativo do que aquele que 
apresenta Nicómaco. 
 
No final do Livro 2, Boécio resume com esquemas as três proporções mais 
importantes e a ligação aos acordes musicais. Esta evolução em termos didáticos 
parece-nos notável. 
 
Alguns marcos históricos relativos a um conceito matemático elementar: um estudo sobre proporções 
82 
II.4 Isidoro de Sevilha  
Entre aqueles que continuaram a “divulgação científica”, depois da morte de 
Boécio, encontra-se Isidoro de Sevilha (560-636). Historiador, orador, teólogo, um dos 
homens mais notáveis da Idade Média. Nascido em Sevilha, na época Visigoda, foi 
bispo dessa cidade de 600 a 636. Isidoro representa, na opinião de muitos estudiosos, 
um dos grandes elos de transmissão da cultura clássica para a Idade Média.  
Enquanto bispo teve, seguramente, uma influência notória nas denominadas Escolas 
Monásticas e as suas obras obtiveram uma grande difusão ainda no início do século VII, 
tornando-se conhecidas tanto por povos de origem latina como por outros povos como 
os irlandeses, os ingleses e os alemães. 
Segundo Arlete de Jesus Brito
133
 
 
Isidoro de Sevilha elaborou várias obras com o 
intuito de fornecer, por um lado, manuais que 
possibilitassem, aos clérigos, a exegese bíblica para a 
explicação das passagens do texto sagrado aos 
cristãos e, por outro, textos que atendessem à 
necessidade da aristocracia visigoda … 
 
A obra Etimologias é considerada como a mais lida durante todo o período da Idade 
Média teve, inclusivé, várias reedições já depois da invenção da imprensa
134
. 
As Etimologias são, na verdade, uma espécie de enciclopédia (especialmente 
organizada com os dados catalogados), composta por vinte volumes, cada um dando 
uma visão da época de um determinado campo do saber: 
 
Livro I - Gramática;  
Livro II - Retórica e Dialética;  
Livro III - Matemática (Aritmética, Geometria, Música e Astronomia);  
Livro IV - Medicina;  
Livro V - As leis e os tempos;  
Livro VI – Os livros e os ofícios eclesiásticos;  
Livro VII – Deus, os anjos e os santos;  
                                                 
133 [5], p. 66. 
134 [5], p. 66. 
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Livro VIII – A Igreja e outras religiões;  
Livro IX – Línguas, povos, reinos, milícia, cidades e parentesco;  
Livro X – Etimologia de palavras diversas;  
Livro XI – O homem e os seres prodigiosos;  
Livro XII – Os animais;  
Livro XIII – O mundo e as suas partes (elementos, mares, ventos, …);  
Livro XIV – A terra e as suas partes (Geografia);  
Livro XV – As cidades, os edifícios e o campo;  
Livro XVI – As pedras e os metais;  
Livro XVII – A agricultura;  
Livro XVIII – Guerra, espetáculos e jogos;  
Livro XIX – Naves, edifícios e vestuário;  
Livro XX – Comida, bebida e utensílios. 
 
Pela análise dos seus textos podemos concluir que ainda estão muito presentes as 
crenças pitagóricas acerca da formação do universo, no entanto sob o ideário cristão. 
Um exemplo, segundo Arlete de Jesus Brito
135
, poderá ser a definição de unidade, que 
na sua obra, ocupa um lugar de destaque: 
 
[A unidade] Não se pode dividir em partes, 
porque é as partes e o todo e cujo exemplo é Deus 
uno; uno é Jesus Cristo, mediador entre os homens e 
Deus. O Espírito Santo é uno; una é a Igreja Mãe 
(Liber numerorum, 2, 5, ML, 180b, segundo a 
autora). 
 
Também segundo esta autora, os textos primários usados por Isidoro foram as 
Núpcias de Mercúrio e da Filologia, de M. Capella (séc. V); Instituição Aritmética de 
Boécio; as obras de Agostinho (354-430), Disciplinas da artes liberais e das letras de 
Cassiodoro (480-575), além de manuais de gramática. 
Os autores medievais analisavam a origem das palavras envolvidas nas questões do 
saber, estavam convictos que a etimologia das palavras podia conter informações 
cruciais para a compreensão do seu significado. Mas, tal como nos diz Jean Lauand
136
,  
                                                 
135 [5], p. 67. 
136 [28], p. 2. 
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Naturalmente, ao tratar da aritmética as análise 
etimológicas (sugestivas, embora tantas vezes falsas 
ou forçadas em Isidoro e nos outros autores 
medievais) não são tão importantes; mais decisivo é o 
conhecimento dessa disciplina, que terá na 
enciclopédia de Isidoro um dos principais 
referenciais da Idade Média. 
 
Continua, dizendo 
 
Referencial pobre (nem poderia ser diferente 
naqueles atribulados tempos), sobretudo no que se 
refere ao livro III, dedicado ao quadrivium, às quatro 
artes matemáticas: Aritmética, Geometria, Música e 
Astronomia. Em todo caso, mais do que aspetos 
"técnicos" da aritmética das Etimologias, interessa-
nos aqui o uso pedagógico que o legado isidoriano 
propiciará à Idade Média. Isidoro não apresenta 
(nem pretende fazê-lo) inovações científicas; tudo o 
que quer é iluminar, na medida do possível, a época 
de trevas em que está instalado. Nessa "cultura de 
resumos" que é a transição do mundo antigo para o 
medieval, Isidoro apresenta os elementos que 
considera essenciais para sua "enciclopédia". 
 
Foi, primeiramente, este “interesse pedagógico” da obra de Isidoro, a sua capacidade 
em “iluminar as trevas” e em difundir o conhecimento científico (nomeadamente, 
matemático) até à época, que nos levou a fazer uma breve referência à sua obra. 
Também se torna útil uma sua leitura antes e durante as incursões sobre os textos 
históricos de Nicómaco e Boécio porque facilita a compreensão das palavras e termos 
usados por estes autores. 
Vamos apenas fazer referência aos termos que têm interesse no âmbito deste 
trabalho, a saber, as várias divisões dos números naturais, as definições de número (de 
par, ímpar, parmente par, …), as quantidades relativas, etc, e que estão no Livro III 
destas Etimologias. 
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II.4.1 Livro III – sobre a Matemática 
Isidoro usa a palavra latina doctrinalis
137
 [princípios fundamentais da ciência] para 
as quatro artes do quadrivium, expressão usada pela primeira vez por Boécio, como já 
assinalámos. Neste livro separa-as como se fossem disciplinas, falando primeiro da 
Aritmética, depois da Geometria, da Música e da Astronomia. E resume-as, segundo 
Lauand
138
, da seguinte forma: 
 
A Aritmética é a disciplina da quantidade 
numerável em si mesma considerada. 
A Música é a disciplina que trata dos números 
que se encontram nos sons. 
A Geometria é a disciplina que trata das 
magnitudes e das formas. 
A Astronomia é a disciplina que trata do 
movimento dos astros do céu e contempla as 
características das estrelas. 
 
Continua Isidoro, informando da origem do vocábulo Aritmética
139
: 
 
A Aritmética é a disciplina dos números e os 
gregos chamam o número “arithmón”. Ao invés de 
alguns autores da literatura secular, os das ciências 
matemáticas pretendem que ela seja a primeira entre 
as disciplinas matemáticas, pois não depende de 
nenhuma outra. 
 
De seguida, Isidoro estabelece as suas definições sempre tendo em conta a origem 
das palavras; revela uma maior clareza no que escreve [embora também nos pareça um 
pouco redutor e simplista]. 
 
A propósito da “Aritmética” podemos ainda ler que: “número” é uma multitude 
[quantidade] constituída a partir de unidades. Continua informando-nos de que a palavra 
número procede do grego nummus (dinheiro) pois é usado frequentemente.  
Revela de seguida a designação de alguns números, a saber: 
 
                                                 
137 [28], p. 3. 
138 [28], pp. 11-12. 
139 [43]. 
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Um – henna 
Dois – duo 
Três – tría 
Seis – hex (como os gregos o diziam por aspiração, substituiu-se o “h” por “s”) 
Sete – hepta (septem)140 
Oito – oxto 
Nove - ennéa 
Dez - deka
141
[Na etimologia grega, o dez é assim chamado porque junta e reúne a 
unidade e os três números seguintes números: desmós significa em grego juntar ou 
reunir] 
Do vinte até ao noventa, a designação dos números resulta do dez duas vezes gerado 
(bis geniti), três vezes gerado (tri geniti) e assim sucessivamente. 
Acrescenta que o “quatro” vem da figura quadrada e o “cinco” recebeu este nome 
não segundo a natureza, mas pelo arbítrio da vontade de quem impôs o nome aos 
números. 
 
Em algumas destas análises etimológicas podemos verificar o que já foi referido 
acerca do caráter “forçado” de algumas designações. 
 
Certo de que o que afirma é totalmente verdadeiro pelas leituras que fez de textos 
históricos anteriores [apenas aqueles que eram aceites pelos matemáticos da época e que 
já mencionamos], Isidoro faz uma primeira divisão dos números de um modo muito 
claro e explícito, da qual apresentamos um pequeno resumo: 
 
                                                 
140 Aqui Isidoro explica com uma analogia “do mesmo modo que chamamos serpillum (serpilho) à erva herpillo”. 
[28], p. 12. (3.3). 
141 [28], p. 13.  
10 1 2 3 4      
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parmente pares [par vezes par]
pares parmente ímpares [par vezes ímpar]
imparmente pares [ímpar vezes par]
números naturais ímpares - imparmente ímpares [ímpar vezes ímpar]
primos ou simples
ímpares segu





ndos ou compostos
médios ou intermédios










 


 
 
 
Outra divisão dos números pares será: 
 
abundantes
números pares deficientes
perfeitos





 
 
Vejamos a simplicidade da linguagem e a preocupação no uso de exemplos 
facilmente entendíveis por qualquer leitor quando explica cada uma das características 
que distinguem alguns destes grupos
142
 
 
Número par é o que se pode dividir em duas 
partes iguais, como o 2, o 4 e o 8. Já o ímpar não se 
deixa dividir em duas partes iguais, faltando ou 
sobrando a unidade em cada uma delas. É o caso do 
3, 5, 7, 9 etc. 
Número parmente par é aquele que se pode 
dividir em partes iguais pares, sucessivamente, até 
atingir a indivisível unidade. Por exemplo, o 64, cuja 
metade é 32; a deste é 16; a deste é 8; a deste é 4; a 
deste é 2; a deste é a unidade, que é singular 
indivisível.  
Número parmente ímpar é o que se deixa dividir 
em suas partes iguais, mas estas já não são divisíveis. 
É o caso do 6, do 10, do 38 e do 50. Assim que 
divides um desses números, obténs um número que 
não podes dividir.  
                                                 
142 [28], p. 14. (5). 
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Imparmente par é o número cujas partes podem 
ainda sofrer divisão, mas não ao ponto de atingir a 
unidade. É o caso do 24, cuja metade é 12, que, por 
sua vez, tem por metade 6, cuja metade é 3, que não 
admite mais divisões e, assim, antes de atingir a 
unidade, chegamos a um termo que não se pode 
dividir.  
Imparmente ímpar é um número que pode ser 
medido imparmente por número ímpar, como o 25 e o 
49, ímpares que se dividem em partes ímpares: 49 é 
sete vezes sete e 25 é cinco vezes cinco.  
 
Nesta divisão dos números em Isidoro podemos encontrar duas diferenças: 
 Substitui as expressões “par vezes par”, “par vezes ímpar”, etc, dos 
Pitagóricos, por “parmente par”, “parmente ímpar”, etc, que nos parece 
interessante em termos didáticos uma vez que a designação par vezes par 
deixa a ideia de multiplicação e não a de adição (um número medido por 
outro número) como já Euclides escreveu nos seus Elementos. 
 Pela primeira vez é definido o número ímpar vezes ímpar (imparmente 
ímpar), como um número ímpar que pode ser medido por um número ímpar 
de partes ímpares iguais. Assim, por exemplo, 25 são 5 vezes 5, isto é, 
25 5 5 5 5 5      [5 partes iguais (ímpar) e cada parte é o número 5 
(ímpar também)]; o 21 3 3 3 3 3 3 3        ou 21 7 7 7   ; etc. 
 
Na segunda divisão dos números, Isidoro, embora outra vez sem a profundidade e 
rigor impostas por Nicómaco e Boécio, fala-nos das mesmas quantidades relativas
143
. 
 
Todo o número pode ser considerado em si 
mesmo ou em relação a outro.  
No primeiro caso, eles podem ser: iguais ou 
desiguais; no segundo, maiores ou menores.  
Os maiores classificam-se em:  
múltiplos,  
superparticulares,  
supradivisores,  
múltiplos superparticulares e  
múltiplos supradivisores.  
                                                 
143 [28], p. 15 (6.1). 
Boécio e Nicómaco (quatro séculos de diferença) 
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Os menores classificam-se em:  
submúltiplos,  
subsuperparticulares,  
subsupradivisores,  
submúltiplos subsuperparticulares,  
submúltiplos subsupradivisores. 
 
Na parte do livro que dedica à Geometria, de um modo sucinto, divide esta área do 
saber em quatro items, da seguinte forma
144
: 
 
figuras planas
grandezas numéricas
Geometria
grandezas racionais
figuras sólidas






 
 
Quando fala nas “grandezas racionais” explica também a existência de “grandezas 
irracionais”. Tudo de um modo muito simples: “grandezas racionais” são aquelas das 
quais podemos ter uma medida e as “irracionais”, aquelas das quais não há medida nem 
quantidade conhecida. 
Fala-nos também, mas apenas com exemplos numéricos, da “média geométrica”.  
Sobre a Música, ao explicar as relações entre os números e os tempos musicais fala 
na “média harmónica”. 
Sobre razão e proporção não encontramos, de um modo explícito, quaisquer 
referências. 
 
 
 
 
                                                 
144 [43]. 
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Capítulo III 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Este livro é para todos os amantes da Matemática. É uma tentativa de 
entender a natureza da matemática do ponto de vista da sua fonte antiga 
mais importante. 
 
Benno Artmann 
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III – Uma comparação das Aritméticas, de Nicómaco e de 
Boécio, com Os Elementos, de Euclides  
III.1 – Enquadramento Histórico 
No estudo da matemática grega podem considerar-se dois grandes períodos que 
correspondem a diferentes realidades políticas e geográficas e que são, como quaisquer 
outras divisões históricas, meramente indicativas e, por conseguinte, “artificiais”. 
Tradicionalmente considera-se que:  
O primeiro destes períodos, dito Clássico, que se reporta aos séculos VI, V e IV a. 
C., onde ainda se incluem os trabalhos de Euclides, particularmente, a publicação dos 
seus Elementos
145
. O principal centro da Grécia, neste período, situa-se em Atenas 
(onde encontramos, nomeadamente, a Academia de Platão ou o Liceu de Aristóteles) 
mas reportam-se igualmente, inúmeras outras cidades ligadas a outros centros/escolas: 
Mileto, Crotona, Eleia, etc., são referências de escolas associadas a este período e 
também muito importantes.  
O segundo período, dito Alexandrino, data-se do séc. III a. C. até ao séc. IV d. C. e o 
seu nome advém do mais importante centro intelectual da época, a cidade de Alexandria 
(de “Alexandre”, o Magno), no Egito. 
Do primeiro destes períodos, nenhum documento original (fonte primária) nem 
qualquer cópia chegou até aos nossos dias; as obras dessa época apenas são conhecidas 
por referências ou comentários escritos já durante o período Alexandrino. Do segundo 
                                                 
145 [16], p. 21. 
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período chegaram até nós um número apreciável de tratados de matemática; no entanto 
estes foram sendo copiados e reeditados ao longo do tempo e, possivelmente, no sentido 
de os explicitarem, os comentadores terão alterado os textos originais, introduzindo 
novos resultados trocando, porventura, a ordem das proposições e/ou considerando 
outros casos nas demonstrações, etc.. As matemáticas contidas em Os Elementos de 
Euclides – obra magistral, da qual já foram feitas mais de mil edições – dominaram o 
ensino da Geometria até ao século XX e serviram de modelo, axiomático, para a 
Matemática se afirmar como ciência. 
Da vida e personalidade de Euclides nada de concreto se sabe. O resumo histórico de 
Proclo de Lícia
146
 (412-486), não dá qualquer informação quanto ao lugar onde Euclides 
nasceu e só o situa no tempo por comparação com outros matemáticos. No entanto, 
segundo, por exemplo, Irineu Bicudo ou Thomas Heath, em traduções árabes podemos 
obter mais informações do que nos diz Proclo
147
, mas estamos, seguramente, perante 
uma postura típica dos textos orientais onde, numa tendência romanceada, não se 
concebe uma vida sem as relações familiares adjacentes. 
Note-se, todavia, que é ponto assente que na Idade Média muitos tradutores e 
editores confundiram Euclides de Alexandria com Euclides de Mégara; este último um 
filósofo contemporâneo de Platão, que viveu em cerca de 400 a. C. O primeiro editor 
que corrigiu esse erro terá sido Frederico Commandino
148
, na sua própria edição dos 
Elementos, em 1572, que haveria de se tornar uma das principais referências para o 
texto de Euclides. 
Os textos gregos dos Elementos até ao séc. XIX foram sendo reiteradamente 
copiados a partir de uns manuscritos de Teão
149, a dita “tradição teonina” e, segundo T. 
Heath
150
, Henry Savile (1549-1622) chamou a atenção para o facto de Teão ter 
introduzido nesses manuscritos novas provas de algumas proposições, nomeadamente a 
segunda parte da prova da bem conhecida proposição VI, 33 de Euclides,  
 
Em círculos iguais, ângulos têm a mesma razão 
que os seus arcos correspondentes, quer sejam 
                                                 
146 Nos finais do séc. IV a. C., Eudemo de Rodes, um discípulo de Aristóteles, escreveu uma obra intitulada Histórias 
da Geometria e da Astronomia que não chegou até nós. Proclo de Lícia (séc. V d. C.) preservou um excerto desse 
texto. Na presente análise consultámos o texto de Carlos Sá em [18], pp. 340-342. 
147 Por exemplo, que Euclides é filho de Naucratos e neto de Zenarchus ou de Berenice, viveu em Damas e nasceu em 
Tire… 
148 Frederico Commandino (1509-1575). 
149 390 d.C. – Teão de Alexandria (Teão o mais novo). 
150 [26], p. 360. 
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ângulos ao centro ou inscritos; [também os setores 
circulares, desde que construídos nos centros]
151
 
 
 
 
 
 
 
 
 
http://pt.scribd.com/doc/6658826/Os-Elementos-Livro-VI-Euclides 
 
Esta proposição diz-nos que: sendo os círculos com centros I e T iguais, então, 
ˆ  
ˆ  
BIC arcoBC setor circularBIC
arcoEZ setor circularETZETZ
    
(tendo a segunda igualdade sido acrescentada por Teão) 
 
Vários autores fizeram reedições dos Elementos segundo a “tradição teonina” entre 
os quais, Bartolomeu Zamberto, em 1505, e o já referido Frederico Commandino. 
Posteriormente, foi a partir de uma edição de Commandino com oito livros, que Robert 
Simson
152
 escreveu/traduziu para inglês, no ano de 1749, a sua edição dos Elementos 
que viria a ser traduzida para português, em 1768, pelo padre jesuíta italiano João 
Angelo Brunelli
153
.  
Algumas edições latinas não foram escritas segundo os manuscritos de Teão mas sim 
baseadas em traduções do árabe (com um número variável, superior a treze, de livros) 
entre as quais, encontramos uma de 1120 de Adelardo de Bath, outra de Gerardo de 
Cremona, em 1150, e ainda uma de Campano de Novara, em 1270. Esta última, com 
honras de ser a primeira edição impressa em Veneza no ano de 1482, é, em particular, 
citada por Pedro Nunes
154
 no seu Libro de Álgebra em Arithmetica y Geometria. Foi 
também, tanto quanto se sabe, o primeiro livro de matemática impresso. 
                                                 
151
 Segundo T. Heath, este será um acrescento atribuído a Teão. 
[25], pp. 274-275. 
152 Robert Simson (1687-1768). 
153 Giovanni Angelo Brunelli (1753-1791). Astrónomo da Comissão Demarcadora de Limites portuguesa. 
154 Pedro Nunes (1502-1578). 
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Aquando da invasão de Roma, efetuada por Napoleão no início do séc. XIX, foi 
encontrado um outro manuscrito (Ms. grego) com uma versão dos Elementos diferente e 
mais antigo do que os de Teão: “tradição pré-teonina”. Esse manuscrito (cópia datada 
do século X) foi, na altura, estudado por François Peyrard
155
 que, baseado nesse novo 
documento, fez uma primeira edição dos Elementos em 1804 (em francês)
156
 com os 
livros I, II, III, IV, VI, XI, XII onde inclui um suplemento Arquimediano (com os 
tratados do círculo, do cilindro, do cone e da esfera).  
Já em 1809, o português, discípulo de José Anastácio da Cunha, João Manuel 
D`Abreu publicou um texto, com o qual pretendia colmatar a ausência do livro V nesta 
primeira edição francesa de Peyrard, a que chamou Supplément à la traduction de la 
géométrie d´Euclides, de M. Peyrard
157
. 
Mais tarde, entre 1814-18, Peyrard viria a corrigir alguns erros e, embora não faça 
uma edição dos Elementos completamente nova em relação aos escritores da tradição 
teonina, escreve uma obra notável, editando (nas línguas grega, latina e francesa) os 
treze livros.  
Só em 1883-88, J. L. Heiberg
158
 escreve um novo texto grego (acompanhado da 
tradução em latim) baseando-se em Peyrard e em manuscritos de Teão (que identifica 
como os que lhe mereceram mais confiança) e tendo em conta outras fontes como as de 
Herão e Proclo
159
. Esta edição, denominada de Heiberg
160
, foi traduzida para inglês e 
comentada por Sir Thomas Heath, sendo publicada pela primeira vez em 1908
161
. Entre 
1969 e 1977 a edição de Heiberg foi reeditada (com algumas alterações, nomeadamente 
a omissão da tradução latina) por E. Stamatis, conhecendo-se atualmente este texto 
como edição de Heiberg-Stamatis. No âmbito da presente investigação usámos também 
uma edição recente de Irineu Bicudo (2009) que traduziu, pela primeira vez para a 
língua portuguesa, os treze primeiros livros de Os Elementos, a partir, segundo o 
próprio autor, da já referida edição de Heiberg-Stamatis. 
                                                 
155 Francois Peyrard (1760-1822). 
156 [33]. 
157 [14]. 
158 Heiberg (1854-1928). 
159 [26], pp. 360-365. 
160 [3], p. 21. 
161 Em 1908 foi publicada, em 3 volumes, esta obra e uma 2ª edição, em 1926, vir-se-ia a tornar o texto inglês padrão 
que nós próprios, no decorrer do presente estudo, consultámos (numa edição da Dover, de 1956). 
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Os Elementos de Euclides são, a seguir à Bíblia, um dos livros mais reproduzidos, 
influentes e estudados na história do mundo ocidental e, tal como afirma Jean 
Dhombres
162, “continuam a ser, ainda hoje, uma obra magistral”. 
Assim, os Elementos são compostos por treze livros/capítulos que, genericamente se 
dividem em quatro categorias, a saber:  
 
 Geometria no Plano – Livros I a VI;  
 Teoria de Números – Livros VII a IX;  
 Incomensuráveis – Livro X e  
 Geometria Sólida – Livros XI a XIII. 
Em particular,  
 
 No livro I (23 definições, 5 postulados, 5 noções comuns e 48 
proposições)
163
 encontramos os três casos da congruência de triângulos, a 
teoria das paralelas, problemas de quadraturas (geométricas) e, no final 
(Proposições 47 e 48), encontramos o Teorema, a que chamamos hoje em dia, 
de Pitágoras. 
 O livro II, é o menor de todos os livros (composto por 2 definições e 14 
proposições), e está exclusivamente dedicado à, denominada, “álgebra 
geométrica” ou “geometria das áreas”. 
 A “geometria do círculo” aparece exposta nos livros III e IV.  
 O livro V contém a teoria geral das proporções de Eudoxo, com as 
demonstrações apresentadas a partir de segmentos de reta que representam 
números. 
 Esta teoria é aplicada às figuras planas semelhantes no livro VI. 
 Os livros VII a IX, ditos “livros aritméticos”, são dedicados a conceitos 
relativos à teoria dos números tais como a divisibilidade de inteiros, 
                                                 
162 [16], p. 21. 
163 Note-se que esta divisão não é consensual e pode alterar-se consoante a edição. Esta, por nós escolhida, reporta-se 
à edição de Thomas Heath (e está conforme a edição de Heiberg). 
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progressões e razões/proporções ou algumas propriedades dos números 
primos, nas quais se destaca o célebre “Teorema de Euclides” (Prop. IX, 20) 
sobre a ilimitação da sucessão dos números primos. 
 O livro X é o mais extenso (17 definições e 115 proposições); 
particularmente difícil para os seus estudiosos (mesmo os contemporâneos) e 
nele são estudados vários tipos de grandezas irracionais. 
 Os livros XI a XIII são dedicados à geometria no espaço. É no livro XIII que 
Euclides apresenta um tratamento dos sólidos platónicos
164
. 
Em jeito de conclusão não podemos deixar de concordar com Irineu Bicudo
165
 e citá-
lo na sua referência ao prefácio do livro Euclid. The creation of Mathematics
166
 do 
alemão Benno Artmann: 
 
Este livro é para todos os amantes da 
Matemática. É uma tentativa de entender a natureza 
da matemática do ponto de vista da sua fonte antiga 
mais importante. (…) 
Conhecer “Os Elementos” de Euclides pode ser 
da mesma importância para um matemático hoje 
como o conhecimento da arquitetura grega para um 
arquiteto. 
É claro que nenhum arquiteto contemporâneo 
construirá um templo dórico, muito menos organizará 
um local de construção como os antigos o faziam. 
Mas, para o treino do julgamento estético de um 
arquiteto, o conhecimento da herança grega é 
indispensável. Concordo com Peter Hilton quando diz 
que a matemática genuína constitui uma das mais 
finas expressões do espírito humano, e posso 
acrescentar que aqui, como em tantos outros casos, 
aprendemos do grego aquela linguagem de 
expressão. (…) 
 
                                                 
164 [18], pp. 251-252. 
165 [3], p. 15.  
166 Euclides. A criação da Matemática.  
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III.2 Razão/ Proporção em Euclides  
No Livro VII, Euclides faz o estudo da teoria das proporções, em termos numéricos 
(com números naturais) e as vinte e duas definições deste livro são as definições sobre 
teoria dos números para os livros VII, VIII e IX. 
 
 
III.2.1 Livro VII - Definições 
No sentido de fazermos uma comparação com os Pitagóricos, nomeadamente com 
Nicómaco, de alguns conceitos, destacamos algumas destas definições. 
Depois de, na primeira definição, a unidade ser apresentada (def. VII, 1) como 
 
aquilo segundo a qual cada uma das coisas 
existentes é dita uma 
 
fazemos notar que esta definição é, desde logo, controversa (como é a definição I, 1 
para “ponto”) porquanto o recurso a “aquilo” enquanto elemento explicativo do 
conceito causa, naturalmente, dúvidas e perplexidades. 
Euclides define, a seguir (def. VII, 2), “número”; afirmando: 
 
Um número é uma quantidade composta de 
unidades. 
 
A definição de unidade não está presente nos Pitagóricos, encontramos em Boécio a 
referência à unidade como o princípio dos números
167
, já referido neste trabalho, obtida 
não pela semissoma dos números adjacentes mas pela metade do número seguinte
168
. 
Recordamos as palavras de Boécio: 
 
 Caraterística principal da unidade 
 
Todos os números são a semissoma dos seus 
adjacentes dentro da série natural, (…) isso é 
verdade até chegarmos à unidade. (…) 
                                                 
167 Registe-se que à época (e durante muitos séculos posteriores) só era considerado como “número” o que hoje 
definimos/chamamos “número natural não inferior a dois”. 
168 [23], pp. 15-16. 
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Com efeito, apenas a unidade não tem à sua volta 
dois termos e é por isso que ela se obtém pela metade 
do número que está ao seu lado e só desse. (…) 
É por isso que a unidade está no fim do 
seguimento natural dos números; também é 
reconhecida por gerar toda a multiplicidade, sem ela 
própria o ser. 
 
Reparemos nas definições euclidianas, mais concisas, quando comparadas com as 
definições dos Pitagóricos, nomeadamente as de Nicómaco, que se nos apresentam, em 
geral, mais longas e prolixas. 
Escolhemos para alvo desta comparação algumas dessas definições. Consideremos, 
por exemplo, a definição de submúltiplo em Euclides, (def. VII, 3) 
 
Um número é uma parte de outro número, o 
menor do maior, quando mede o maior. 
 
E comparemo-la com a definição afim de Nicómaco
169
 
 
O submúltiplo, que é por natureza o primeiro na 
divisão de menor desigualdade, é o número que, 
comparado com o maior, consegue medi-lo mais do 
que uma vez e o “mais do que uma vez” começa em 
duas até à infinidade. 
 
Nicómaco fala em “subduplo” (1 de 2), “subtriplo” (1 de 3), etc; enquanto que em 
Euclides, que nós seguimos atualmente, se usa “metade”, “terça parte”, etc.. 
 
Euclides continua, na def. VII, 4, afirmando 
 
E partes quando não o mede exatamente. 
 
Aqui pensa-se que Euclides se refere às ditas “frações próprias”, por exemplo 3 é 
3
5
 
de 5; 4 é 
2
3
 de 6, etc. 
 
                                                 
169 [17], Livro 1, cap. XVIII, (2). 
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Encontramos também as definições de número par e ímpar em Euclides, 
 
Def. VII, 6 
 
Número par é aquele que é divisível em duas 
partes iguais. 
 
Def. VII, 7 
 
Número ímpar é aquele que não é divisível em 
duas partes iguais ou que difere de um número par 
por uma unidade.  
 
Veja-se a diferença para o texto de Nicómaco: 
 
Um número par é aquele que admite na mesma 
operação uma divisão na maior e menor das partes, 
maior em tamanho e menor em quantidade, de acordo 
com a contrariedade natural destes dois géneros e 
número ímpar é aquele em que não é possível esta 
divisão, é sim sempre divisível em duas partes 
desiguais. 
 
Estamos perante um claro exemplo da dificuldade que encontramos na formulação de 
uma definição retórica em matemática.  
Segundo alguns estudiosos, uma definição matemática deve ser concisa, o mais curta 
possível, completa sem ser redundante e, desejavelmente, clara e facilmente entendível 
pelo aprendiz. No entanto, nem sempre a procura da concisão equivale à clareza do 
texto. 
 
As definições seguintes de “par vezes par”, “par vezes ímpar” e “ímpar vezes 
ímpar” parecem, em Euclides, ter uma forma diferente das de Nicómaco. 
Para Euclides todos os números [naturais] se dividem nas três categorias 
anteriormente referidas, da seguinte forma: 
 
Euclides, def. VII, 8,  
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Um número par vezes par é aquele que é medido 
por um número par, um número par de vezes. 
 
Euclides, def. VII, 9,  
 
Um número ímpar vezes par é aquele que é 
medido por um número par, um número ímpar de 
vezes 
 
Euclides omite a definição de “par vezes ímpar” pois, supomos, considera-a já 
definida pela “ímpar vezes par”, por comutatividade. E a seguir encontramos 
 
Euclides, def. VII, 10, 
 
E um número ímpar vezes ímpar é aquele que é 
medido por um número ímpar, um número ímpar de 
vezes 
 
Estas definições, ainda segundo T. Heath
170
, foram consideradas, por Jâmblico
171
, 
“erradas”, uma vez que alguns números poderiam ser, simultaneamente, “par vezes par” 
e “par vezes ímpar” [vejamos o caso do 24, que pode dividir-se em 6 4  e seria “par 
vezes par” ou em 8 3  e seria “par vezes ímpar”]. Também para Jâmblico, Nicómaco e 
Teão estas definições deveriam ser mutuamente exclusivas.  
Jâmblico diz também que, segundo o próprio Euclides, não podiam existir números 
que estivessem simultaneamente em duas categorias (porque isso é característico de 
uma definição, segundo Aristóteles). Para Jâmblico: 
 
 O número 24, por exemplo, teria que ser um “par vezes ímpar” (pois 
admitia a divisão em 8 3 e não um número “par vezes par” porque estes eram 
os números que apenas podiam ser divididos em dois números pares [chegamos 
aqui às potências de 2 como em Nicómaco]. Em suma, nos números “par vezes 
par” só encontramos as potências de 2 e números pares que admitem uma 
fatorização com um dos fatores ímpar já se classificam como “par vezes ímpar”.  
 
                                                 
170 [25], p. 282.  
171 Início do séc. IV, contemporâneo de Papo de Alexandria. 
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A Euclides este facto não terá passado despercebido. Atentemos na prop. IX, 34 dos 
Elementos, 
 
Se um número não for, nem continuamente o 
dobro da díade, nem tenha a metade ímpar, então 
esse número é simultaneamente par vezes par e par 
vezes ímpar. 
 
Assim, concluímos que Euclides não parece excluir a hipótese de alguns números 
estarem em duas das suas classificações, parece que apenas definiu o que necessita usar 
nas proposições seguintes (como sempre o fez na sua obra). 
 
 No caso do número 24: 
Em Euclides seria um “par vezes par” e também um “par vezes ímpar” (ou 
ímpar vezes par), 24 = 2 12  e 24 = 8 3 ou 3 8  . 
Em Nicómaco seria apenas um “ímpar vezes par”, pois admite mais do que uma 
divisão em partes iguais mas nunca chega à unidade. 24 12 12  , por sua vez 
12 6 6,  e 6 3 3    , mas com o 3 já não se pode continuar esta divisão em partes 
iguais.  
 
Nos Elementos surge, a seguir, a definição de número primo. A saber: 
 
Euclides, def. VII, 11 
 
Um número primo é aquele que é medido apenas 
pela unidade 
 
Saliente-se que, com esta definição, Euclides não restringe os números primos 
apenas aos números ímpares, como o faz posteriormente Nicómaco, admitindo, em 
particular, o 2 como sendo um número primo.  
 
Euclides, def. VII, 12 
 
Números primos entre si são aqueles que têm 
apenas a unidade como medida comum. 
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Mais uma vez, em Nicómaco esta é uma divisão apenas dos números ímpares, não 
admitindo, por exemplo, 26 e 25 como números primos entre si. 
O mesmo acontece relativamente aos números compostos: o número 26 é composto 
em Euclides, mas já não o é em Nicómaco. 
 
Euclides, def. VII,13, 
 
Número composto é aquele que é medido por 
algum número 
 
Parece-nos bem claro nesta definição o facto da unidade não ser considerada número 
(caso contrário, seriam todos “compostos”). 
De seguida, e curiosamente, Euclides dá-nos mais uma definição, não encontrada em 
Nicómaco, a definição de números compostos entre si. Tal definição caiu em desuso e 
embora mantenhamos a definição de “números primos entre si” já não reportamos o 
conceito de “números compostos entre si”. Na def. VII, 14, Euclides define então 
 
Números compostos entre si são aqueles que têm 
algum número como medida comum. 
 
São portanto números que tenham um máximo divisor comum maior que a unidade. 
 
Nas definições seguintes encontramos a definição de “multiplicação”, a de números 
“planos”, “sólidos”, “quadrados” e cúbicos”, a saber: 
 
 
Def. VII, 15 
 
Um número diz-se que multiplica um número 
quando aquele que é multiplicado é adicionado a si 
mesmo tantas vezes quantas as unidades do outro, e 
depois certo número é produzido. 
 
Def. VII, 16 
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E, quando dois números
172
 multiplicados um pelo 
outro fizerem um número, esse número produzido é 
chamado plano, e os seus lados são os números 
multiplicados. 
 
Def. VII, 17 
 
E, quando três números
173
 são multiplicados 
fazem um número, esse número produzido é sólido, e 
os seus lados são os números multiplicados. 
 
Def. VII, 18 (quadrado perfeito) 
 
Um número quadrado é um igual multiplicado 
por um igual, ou um número que está contido por 
dois números iguais. 
 
Def. VII, 19 (cubo perfeito) 
 
Um número cúbico é um igual multiplicado por 
um igual e outra vez por um igual, ou um número que 
está contido por três números iguais. 
 
Na definição 20, encontramos o conceito euclidiano de proporção, desta vez, 
reportado em termos “aritméticos”. A saber: 
 
Euclides, def. VII, 20 
 
Números são proporcionais quando o primeiro é 
o mesmo múltiplo, ou parte, ou partes do segundo 
assim como o terceiro é do quarto. 
 
Podemos exemplificar da seguinte forma: 
 
                                                 
172 Lados de um retângulo. 
173 Comprimento, largura e altura de um prisma retangular. 
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 12:6 22:11  (12 é o dobro de 6 e 22 é o dobro de 11), 6:12 11: 22  (6 é 
metade de 12 assim como 11 é metade de 22), 12:16 21: 28  (12 é três 
quartos de 16 assim como 21 é três quartos de 28). 
Esta definição de “proporção” corresponde à definição de “proporção geométrica” 
apresentada em Nicómaco. No entanto, este neopitagórico também afirma que a 
proporção geométrica será a “proporção” por excelência.  
T. Heath
174
 cita uma afirmação de Papo dizendo que se estamos perante uma 
proporção então podemos falar de média, já o contrário não é verdade. Existem assim 
três médias (aritmética, geométrica e harmónica) mas proporção há só uma (a 
correspondente à média geométrica)
175
. 
 
Na def. VII, 22, Euclides define número perfeito,  
 
Um número perfeito é aquele que é igual à soma 
das suas partes. 
 
Podemos verificar também que Euclides não deve ter sentido necessidade de definir 
“número deficiente” nem “número abundante”. Para Nicómaco, de acordo com a 
definição que adotou (comparando o número com a soma das suas “partes”/divisores), 
só os números pares podem ser “deficientes” ou “abundantes”. Ora também 
relativamente aos números ímpares se pode pensar no alargamento (a estes números) de 
uma tal definição como podemos constatar com o seguinte exemplo: 
 
 O número ímpar, 15, seria um número deficiente porque (15 1 3 5)   . 
Na proposição IX, 36, Euclides demonstra o método que, mais tarde, ficou conhecido 
por “fórmula dos números perfeitos euclidianos” e do qual já falamos no primeiro 
capítulo deste trabalho. Nessa proposição afirma-se e demonstra-se que: 
 
                                                 
174 [25], p. 293. 
175 Note-se que, atualmente, fazemos, consciente ou inconscientemente, este mesmo tipo de associação – associar à 
palavra “proporção” a única média geométrica - sem, todavia, a explicitarmos claramente no nosso ensino. Na 
verdade, no Ensino Básico ensinamos a proporção geométrica como sendo “a proporção” e a média aritmética só é 
reportada nos capítulos da Estatística. 
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Sendo n , se (2 1)n   for número primo, então qualquer número da forma 
12 (2 1)n n   é perfeito. 
 
Demonstração 
Sejam 2 1n p  , número primo e 12na p  . Pretendemos provar que, nestas 
condições, a é um número perfeito. 
Os divisores próprios deste número a são: 2 1 2 -21, 2, 2 ,....,2 , , 2 , 2 ,..., 2n n   p  p  p  p .  
Somando-os 2 11 2 2 ..... 2 2 1n n +  +      e 
2 -2 2 2 12 2 ... 2 (1 2 2 ... 2 ) (2 1)n n np p p p p p            , ou seja, a soma S é: 
1
1
2 1 1
1
2 1 (2 1)
2 1 (2 1)(2 1)
2 1 2 2 2 1
2 (2 1) . . .
n n
n n n
n n n n
n n
S p
  
  
  a   c q d


 

   
    
     
    
 
 
III.2.2 Livro VII - Proposições 
Destaquemos, a este propósito, alguns resultados que para Euclides, dentro da sua 
exposição axiomática, são proposições (e, por conseguinte, demonstráveis) enquanto 
para Nicómaco e Boécio se trata de “propriedades” (que resultam de verificações e de 
generalizações de casos específicos que ilustram com exemplos). 
Nicómaco sugere um algoritmo para descobrir se os números são primos entre si, 
tendo apenas a unidade como medida comum e, se não, qual a sua medida comum além 
da unidade; este é o denominado “método das subtrações sucessivas” ou antifairese, já 
explicado no primeiro capítulo da presente dissertação
176
. 
Este método é encontrado em Euclides e, como tal, foi chamado de “método 
euclidiano para determinar o máximo divisor comum” (Algoritmo de Euclides). 
 
Nas proposições 1 e 2, Euclides afirma e demonstra que 
 
                                                 
176 Na prop. X, 2, este método das subtrações sucessivas ou antifairese também é usado para detetar grandezas 
incomensuráveis, e é provado pelo método de redução ao absurdo. 
Sejam duas grandezas desiguais, subtraindo continuamente a 
menor da maior, se a que restar nunca mede exatamente a antes de si, 
as grandezas são incomensuráveis. 
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Partindo de dois números desiguais, se formos 
sempre subtraindo o menor do maior e o que restar 
nunca meça exatamente o anterior, até chegarmos à 
unidade, os números do início são primos entre si. 
 
Sejam dois números não primos entre si, 
determinar a maior medida comum deles. 
 
Na proposição 3, vai mais longe quando diz como encontrar o máximo divisor 
comum entre três números. Este método consiste em encontrar em primeiro lugar o 
máximo divisor comum entre dois deles, por exemplo  e a b 177, e seguidamente 
encontrar o [ ( , ), ]mdc mdc a b c . 
A proposição 4 prova que qualquer número é submúltiplo, ou uma fração própria, de 
um número maior que ele.  
As proposições 5 a 10 provam algumas relações entre os números, nomeadamente a 
propriedade distributiva da divisão em relação à adição e à subtração. 
 
Euclides, prop. VII, 11 
 
Se um todo está para um todo, assim como um 
número subtraído está para um número subtraído, 
então o resto estará para o resto como o todo para o 
todo. 
 
Este é um resultado das proporções cujo significado, porventura pouco claro no 
enunciado, vamos tentar explicar: 
Quando temos uma qualquer razão de a  para b que representamos, por exemplo, 
como 
a
b
, tal como já o dissemos, chamamos a a  o antecedente e a b o consequente. 
Nestas condições, numa proporção, os antecedentes são os primeiro e terceiro termos e 
os consequentes são os segundo e quarto termos. 
Então, segundo a proposição anterior, qualquer antecedente está para o seu 
consequente assim como a diferença dos antecedentes está para a diferença dos 
consequentes. Em linguagem algébrica: 
 
                                                 
177 Doravante designemos máximo divisor comum entre  e a b  por ( , )mdc a b . 
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Sejam , , ,  tal quea b c d  e a c b d  então  
a c a c a
b d b d b

  

. 
 
Euclides, prop. VII, 12 
 
Se qualquer quantidade de números são 
proporcionais, então qualquer antecedente está para 
o seu consequente, como a soma dos antecedentes 
está para a soma dos consequentes. 
 
Isto é, 
...
...
...
a c e g a c e g a
b d f h b d f h b
   
     
   
 
 
Euclides, prop. VII, 13 
 
Se quatro números são proporcionais então são 
também proporcionais alternadamente. 
 
Este é outro resultado interessante que nos permite alternar os meios e/ou os 
extremos. Representa-se por: 
 
a c a b
b d c d
  
 
 
 
Prop. VII, 14 
 
Se tivermos tantos números quanto quisermos, e 
outros iguais a esses em quantidade, os quais 
tomando dois a dois estão na mesma razão, eles 
estarão na mesma razão equivalente. 
 
Isto é: 
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;
;
a e
b f
b f a e
c g d h
c g
d h

 


  


 

 
 
A, denominada, propriedade comutativa da multiplicação é-nos fornecida pela 
proposição seguinte. A saber: 
 
Proposição VII, 16 
 
Se dois números, multiplicados um pelo outro, 
produzirem certos números, esses números serão 
iguais entre si. 
 
Temos então que ab ba . 
 
Enunciemos agora as proposições 17 e 18 que são necessárias para fazermos a 
demonstração da proposição 19. 
 
Proposição VII, 17: 
 
Se um número, ao multiplicar dois números, 
produzir certos números, esses números estão na 
mesma razão que os números que foram 
multiplicados. 
 
Podemos exprimi-la da seguinte forma:  
b ab
c ac
 . 
 
Demonstração: 
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Pela definição 20 [números proporcionais] temos que 
1 b
a ab
  assim como 
1 c
a ac
  
logo, 
b c
ab ac
 , pela proposição VII, 13, podemos concluir que 
b ab
c ac
 . 
 
Proposição VII, 18: 
 
Se dois números ao multiplicarem um número 
qualquer produzirem certos números, os números 
produzidos estão na mesma razão que os primeiros 
números. 
 
Isto é,  
a ac
b bc
 . 
 
Demonstração: 
Sabemos que  e ac ca bc cb   (comutatividade da multiplicação, provada por 
Euclides na proposição VII, 16) e, pela proposição VII, 17, também sabemos que 
a ca
b cb
 , logo concluímos que 
a ac
b bc
 . 
 
A proposição seguinte é a chamada “propriedade fundamental das proporções” e 
enuncia-se da seguinte forma: 
 
Euclides, prop. VII, 19 
 
Se quatro números são proporcionais, então o 
número originado pelo primeiro e o quarto é igual ao 
número originado pelo segundo e o terceiro; e, se o 
número originado pelo primeiro e o quarto é igual ao 
número originado pelo segundo e o terceiro, então os 
quatro números são proporcionais. 
 
Temos aqui uma dupla implicação que pode ser traduzida por: 
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a c
ad bc
b d
   , isto é, 
a c
b d
  é uma condição necessária e suficiente para que 
ad bc . 
Este resultado constitui a definição de proporção [geométrica] que atualmente 
ensinamos aos nossos alunos do Ensino Básico.  
Consideremos o primeiro e o quarto termos (os extremos) da proporção e o segundo 
e o terceiro termos (os meios)
178
, podemos dizer que, numa proporção, o produto dos 
meios é igual ao produto dos extremos. 
 
Demonstração: 
 
1ª parte 
Provemos que 
a c
ad bc
b d
   . 
Pela proposição VII, 17 temos que 
ac c
ad d
  mas, por hipótese, são iguais a 
a
b
, por 
outro lado, e usando a proposição VII, 18, temos 
a ac
b bc
 . Assim, 
ac ac
ad bc
  ou seja 
ad bc . 
 
2ª parte 
Provemos que 
a c
ad bc
b d
    
Logo se, por hipótese, ad bc temos179 então que 
ac ac
ad bc
 , mas pela proposição 17 
é 
ac c
ad d
  e pela proposição 18, 
a ac
b bc
  donde se conclui que 
a c
b d
  
 
As proposições 20, 21 e 22 dão-nos as provas dos métodos que atualmente usamos 
para escrever frações equivalentes, simplificar frações e tornar as frações 
irredutíveis.  
                                                 
178 Podemos, desde logo, observar estas denominações nos Pitagóricos que, como já vimos, escreviam a proporção 
disjunta , , ,a b c d ,  e a d extremos e  e b c meios. 
179 Este passo na 2ª parte e o último da 1ª parte da demonstração, segundo T. Heath, terão sido considerados óbvios 
por Euclides e não se basearam em nenhuma definição ou proposição anterior, mas, segundo o mesmo autor, Heiberg 
é de opinião que esses passos estão provados nas proposições 9 e 7 do livro V, respetivamente. 
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As proposições 21 e 22 afirmam em conjunto que 
é irredutível são primos entre si
a
   a e b 
b
 . 
As proposições 23 a 30 provam alguns resultados sobre números primos (soma, 
produto, etc.). 
Na proposição VII, 31, onde Euclides prova que qualquer número natural composto é 
divisível por algum número primo, deparamo-nos (segundo Carlos Sá
180
) com o mais 
antigo registo de uma prova formal por recorrência. Assim: 
 
Euclides, prop. VII, 31 
 
Qualquer número composto é medido por algum 
número primo. 
 
Demonstração 
Seja a  um número composto, então tem pelo menos um divisor próprio b . Se este 
divisor próprio for primo, a prova está terminada.  
Se este divisor próprio b  for composto, então b  admite um divisor próprio c , que 
também é divisor próprio de a  uma vez que c  é divisor próprio de b  e b  é divisor 
próprio de a . Este divisor c  ou é primo ou composto. Se for primo, então a prova está 
terminada. Se for composto, admite um divisor próprio d  que, pelas razões já evocadas, 
também é um divisor próprio de a . Este número d  ou é primo ou é composto. 
Assim, e uma vez que, segundo Euclides, não existe uma sequência infinita e 
estritamente decrescente de números naturais (conclusão não provada nem postulada), 
prosseguindo este raciocínio, acabar-se-á por encontrar algum divisor primo de a . Nas 
palavras de Euclides
181
 
 
Pois, se não for encontrado [o tal número primo], 
uma série infinita de números medirá a , cada um 
menor que o outro: tal é impossível nos números. 
 
A proposição seguinte é um corolário imediato desta e dá-nos a prova da 
decomposição de um número em fatores primos. 
                                                 
180 [18], p. 277. 
181 [25], p. 332. 
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Euclides, prop. VII, 32 
 
Todo o número ou é primo ou é medido por um 
número primo. 
 
As proposições 34 e 36 provam um método para determinar o mínimo múltiplo 
comum entre dois ou três números.  
Não é o método usado no Ensino Básico; atualmente determinamos o mínimo 
múltiplo comum (ou o máximo divisor comum) pela decomposição dos números em 
fatores primos. 
O método exposto nos Elementos pode ser explicado da seguinte forma: 
 
 Se os números forem primos entre si, o mínimo múltiplo comum182 será o 
produto dos números.  
Por exemplo, o (3,4) 3 4 12mmc     uma vez que 3 e 4 são números 
primos entre si. 
 Se os números forem compostos entre si, temos de encontrar os números 
mais pequenos possíveis que estão na mesma razão que os primeiros [a 
fração irredutível], sendo o mínimo múltiplo comum o produto dos meios ou 
dos extremos dessa proporção. Por exemplo, determinemos o  36,24mmc ; 
basta calcularmos a fração irredutível de 
36
24
, que será 
3
2
. Temos a 
proporção 
36 3
24 2
  e o (36,24) 24 3 72mmc     ou 
(36,24) 36 2 72mmc    . 
 
O mínimo múltiplo comum de três números consiste em encontrar em primeiro lugar 
o  ,mmc a b  e seguidamente o  ( , ),mmc mmc a b c . 
 
A proposição 39 dá-nos o método que usamos também atualmente para reduzir 
frações ao mesmo denominador, ou seja,  
                                                 
182 Doravante usaremos para mínimo múltiplo comum de  e a b a abreviatura  ,mmc a b  
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 determinar o mínimo múltiplo comum dos denominadores e escrever frações 
equivalentes às dadas com o denominador comum. 
 
No Livro VII dos Elementos encontramos pois os fundamentos da teoria das 
proporções, tal como ainda hoje os ensinamos, com a restrição da sua aplicabilidade a 
números inteiros. Euclides não dá, neste livro, nenhuma definição de “razão” entre 
números; fá-lo em V, 3 e 4, como veremos adiante. 
 
 
III.2.3 Livro V  
Segundo Thomas Heath
183
, Proclo informa-nos que “alguns dizem” que o Livro V 
dos Elementos, que contém a teoria geral das proporções aplicável à geometria, à 
aritmética, à música e a outras ciências matemáticas, foi uma descoberta de Eudoxo
184
, 
professor de Platão. É uma extensão, aos irracionais, da teoria que havia sido 
desenvolvida pelos Pitagóricos mas apenas para os números naturais. 
A descoberta dos incomensuráveis, pelos Pitagóricos, tal como já foi dito, terá 
marcado o percurso, subsequentemente, dos matemáticos gregos. Nas palavras de 
Carlos Sá
185
 
 
Uma consequência importante da descoberta da 
incomensurabilidade foi a separação dos domínios 
numérico e do geométrico. As demonstrações da 
geometria que faziam uso da teoria das proporções 
tiveram que ser abandonadas, pois já não era lícito 
aplicar às grandezas aquilo que se sabia acerca dos 
números naturais. (…) 
Este “divórcio” [aritmética/geometria] marcou 
toda a matemática grega pós-pitagórica (…)  
Neste contexto, foram essencialmente dois os 
caminhos que se apresentaram aos geómetras (…): 
tentar criar uma outra teoria das proporções, capaz 
de substituir com vantagem a teoria pitagórica, por 
ser aplicável a grandezas quer comensuráveis quer 
                                                 
183 [25], p. 112. 
184 Eudoxo de Cnide (1ª metade do sec. IV). 
185 [18], pp. 246-247. 
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incomensuráveis, e tentar criar novos métodos de 
prova, que permitissem estabelecer os mesmos 
teoremas sem recorrer ao conceito de 
proporcionalidade.  
 
Deste livro V dos Elementos destacaremos algumas definições que consideramos 
relevantes para o nosso tema em estudo. 
 
 
III.2.4 Livro V - Definições 
Em Euclides, def. V, 3 surge a definição de razão 
 
Uma razão é uma espécie de relação no que diz 
respeito ao tamanho
186
 entre duas grandezas do 
mesmo género. 
 
Trata-se, a exemplo de outras, de mais uma das definições pouco claras e que 
mereceram, desde sempre, críticas mais ou menos simpáticas, Grattan-Guinness
187
 a 
esse propósito afirma 
 
São reconhecidas as dificuldades epistemológicas 
nos Elementos: definições que não são na realidade 
definições, construções e teoremas confusos … 
 
Segundo T. Heath
188
, esta definição (def. V, 3) é controversa por causa da tradução 
de palavras gregas nela incluídas, além disso, pareceria a T. Heath, estarmos igualmente 
perante um outro exemplo de uma definição interpolada, pois em Campano não aparece 
e no manuscrito de Peyrard aparece numa anotação na margem da folha e o próprio 
Euclides não terá sentido a necessidade de a usar, para provar as proposições deste seu 
livro V; bastar-lhe-ia a definição V, 4, segundo a qual: 
 
Grandezas dizem-se ter uma razão entre si se são 
capazes, quando multiplicadas uma pela outra, de se 
excederem mutuamente. 
                                                 
186 T. Heath fala em “quantuplicity”. [25], p. 116. 
187 [22], p. 358. 
188 [25], pp. 116-117. 
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Nesta definição sublinha-se o facto das grandezas terem de ser do mesmo género, e 
sugere-se também a ideia de que existe “razão” entre números incomensuráveis. 
Duas grandezas a  e b  têm uma razão entre si se existir um número n  de modo 
que na b . 
De seguida temos, segundo Jean Dhombres
189
, a definição essencial deste Livro V.  
A noção de proporção, já abordada na perspetiva dos Pitagóricos e até à Idade 
Média com Boécio, teve sempre uma conotação prática, aparece definida em Euclides 
da seguinte forma: 
 
Def. V, 5  
 
Grandezas são ditas estar na mesma razão, a 
primeira para a segunda e a terceira para a quarta, 
quando, dados quaisquer equimúltiplos da primeira e 
da terceira e dados quaisquer equimúltiplos da 
segunda e da quarta, os primeiros equimúltiplos 
simultaneamente excedem, são simultaneamente 
iguais ou ficam simultaneamente aquém dos últimos. 
 
Esta definição é muito difícil de compreender; aliás, ao longo dos tempos vários 
tradutores e editores dos Elementos não a explicaram corretamente, segundo T. Heath, 
Campano terá sido um deles. 
Segundo Jean Dhombres
190
, Isaac Barrow (1666), professor de Newton, foi o 
primeiro matemático moderno a justificar, defender e ilustrar esta definição euclidiana 
perante os seus contemporâneos; vai mais longe e afirma que lhe parece que foi o 
primeiro matemático moderno a compreender o significado do Livro V. 
A def. VII, 20 [números proporcionais], de que já falámos anteriormente, constitui 
um caso particular desta definição V, 5.  
Vejamos, pois, o que nos diz a def. V, 5: 
A proporção 
a c
b d
  significa que, quaisquer que sejam os números naturais  e m n , 
acontece uma e só uma das três possibilidades seguintes: 
 
                                                 
189 [16], p. 34. 
190 [16], p. 34. 
Alguns marcos históricos relativos a um conceito matemático elementar: um estudo sobre proporções 
118 
    ma nb mc nd    
  
    ma nb mc nd    
  
    ma nb mc nd    
 
Jean Dhombres
191
 diz-nos que no séc. XIX (em1882, com Faifofer), esta definição 
foi substituída algumas vezes, erradamente, por outra que estabelece o seguinte:  
Seja a proporção 
a c
b d
  e ,   ´e m m n , se 
b
a m
n
  e ´
d
c m
n
  então ´m m . 
Ora, esta definição aceita apenas valores racionais para 
a
b
  sendo ,
a m
m n
b n
 
  
 
, 
restrição aritmética da qual a construção de Eudoxo se vem precisamente desembaraçar. 
Tal revelou, segundo Dhombres, uma séria incompreensão do texto de Euclides. 
Existem várias definições alternativas
192
 e também José Anastácio da Cunha, no livro 
III dos seus Principios Mathematicos
193
, fornece uma destas; a sua def. III, 3 é: 
 
Se umas antecedentes, e suas consequentes forem 
tais, que em nenhuma antecedente possa caber 
submúltiplo algum da sua consequente mais vezes do 
que em qualquer outra antecedente cabe um 
igualmente submúltiplo da sua consequente; chamar-
se-ão essas antecedentes, e consequentes, 
proporções; e se dirá está qualquer antecedente para 
a sua consequente como qualquer outra antecedente 
para a sua consequente. 
 
Na def. V, 6 dos Elementos ainda lemos 
 
Grandezas que têm a mesma razão dizem-se 
proporcionais. 
 
E segundo a definição V, 7,  
                                                 
191 [16], p. 35. 
192 [25], p. 126. 
193 [12], p. 20. 
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se existirem dois números naturais  e m n  tais que   e  ma nb mc nd  , então temos 
que 
a c
b d
 .  
Esta definição é fundamental pois estabelece a relação de ordem entre as razões. 
Na definição V, 8, tal como afirma Nicómaco, Euclides diz que  
 
A proporção com três termos é a menor possível. 
 
Segundo Nicómaco, tal acontece nas proporções contínuas, mas Euclides não faz, de 
modo explícito, a distinção entre proporções disjuntas e contínuas já que ao usar a 
palavra “proporção” aplicada unicamente às geométricas, não necessita de estabelecer 
essa distinção. 
Atualmente, quando nos referimos às proporções contínuas, falamos em proporções 
que “repetem os meios”. 
 
Def. V, 9 
 
E, quando três grandezas estão em proporção, a 
primeira tem para a terceira uma razão duplicada
194
 
da que tem para a segunda. 
 
Seja 
a b
b c
  uma proporção que repete os meios [contínua]. Pondo 
a
r
b
  então 
2a r
c
 . 
Pois 
a a b
c b c
  . 
 
Def V, 10 
 
E, quando quatro grandezas estão em proporção, 
a primeira tem para a quarta uma razão triplicada
195
 
da que para a segunda, e sempre continuadamente do 
mesmo modo, quando a proporção existir realmente. 
 
                                                 
194 Aqui a palavra “duplicada” não significa “dobro” como pode parecer mas sim “quadrado”. 
195 “Triplicada” significa “cúbica”, neste contexto. 
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Seja 
a b c
b c d
   uma proporção, se 
a
r
b
  então 3
a
r
d
 . 
Pois, 
a a b c
d b c d
    
 
Estas duas definições são casos particulares da definição da “composta de razões”, 
def. VI, 5
196
, que é também considerada uma interpolação: 
 
Uma razão é uma composta de razões quando os 
tamanhos das razões, tendo sido multiplicados, 
produzam uma. 
 
As definições V, 11, 12 e 13 dizem respeito a grandezas correspondentes, alternância 
de razões e razão inversa, que, de resto, repete no livro VII, embora no livro V o faça 
com um significado mais alargado. 
 
A definição V, 14 refere a dita “composição de uma razão”197 (que corresponde à 
adição). Nesta definição, considera-se a razão composta a partir de outra quando, a 
partir da razão 
a
b
, se obtém a razão 
a b
b

. 
 
A “razão separada” (que corresponde à subtração no numerador) é definida em V, 
15: a partir da razão 
a
b
 obtém-se a razão 
a b
b

. 
 
A “razão conversa” (que corresponde à subtração no denominador), em V, 16, diz-
nos que em vez de tomar a razão 
a
b
 podemos tomar a razão 
a
a b
 (supondo a b ). 
 
A definição seguinte, def. V, 17, fala em “razões a igual distância” e refere que:  
 
                                                 
196 Este conceito de “composta de razões” é usado para resolver problemas do género: 
“O Manuel tem 20 berlindes, a Marta tem 3
4
 dos berlindes do Manuel e o João tem 2
5
 dos berlindes da Marta. Que 
parte dos berlindes do Manuel tem o João?” 
Para responder a este problema teríamos de calcular 
3 2 6 3
4 5 20 10
 
  
 
. 
197 Não confundamos com a composta de duas razões (def. VI, 5). 
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 se tivermos dois conjuntos de grandezas, por exemplo, , , , ,..., ,a b c d k l e 
, , , ,..., ,A B C D K L , de modo que: 
,  ,  ,...,
a A b B c C k K
b B c C d D l L
     então inferimos que 
a A
l L
  
 
Finalmente encontramos, no Livro V, a 18ª definição (segundo Thomas Heath) onde 
vemos tratado o conceito de proporção perturbada: 
 
Def. V, 18 
 
Uma proporção perturbada surge quando, 
existindo 3 grandezas e outro conjunto igual a este 
em multitude (com as mesmas 3), o antecedente está 
para o consequente, entre as primeiras grandezas, tal 
como o antecedente está para o consequente entre as 
segundas grandezas enquanto que o consequente está 
para uma terceira entre as primeiras grandezas tal 
como uma terceira está para o antecedente entre as 
segundas grandezas. 
 
Isto é: dados dois conjuntos de grandezas a , b  e c  e ,   e A B C  
 e 
a B b A
b C c B
   
 
 
III.2.5 Livros VIII e IX e as “médias” em Euclides 
Durante todo o Livro VIII (27 proposições) e no Livro IX (36 proposições), Euclides 
dá-nos, em particular, as propriedades das proporções contínuas, ou seja, atualmente, as 
denominadas progressões geométricas ensinadas no Secundário. 
No Livro VIII destacámos as proposições VIII, 11 e VIII, 12 pois provam a 
existência do meio proporcional entre dois números quadrados e dois meios 
proporcionais entre dois números cúbicos, tal como descreveram Nicómaco
198
 e 
também Boécio. 
 
                                                 
198 Ver pp. 55-57. 
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Prop. VIII, 11 
 
Entre dois números quadrados existe um número 
que é meio proporcional, e o quadrado tem para o 
quadrado o quadrado da razão que o lado tem para o 
lado. 
 
 Por exemplo 
Entre os números quadrados 4 e 9, existe um número 
9
:
4
x
x
x
 . Esse número será 
2 36 6x x   . Euclides também prova que 9 tem para 4 o quadrado da razão 
entre os lados (3 e 2) ou seja, 
9 3 3
4 2 2
  . 
 
Demonstração 
Sendo 2 2 e a b  dois números quadrados, basta formar o produto ab  e provar que 
2 2,  e a ab b  estão em proporção geométrica 
2
2
ab b b b
a ab a a


 
   
 
. Euclides prova que 
que 
2
2
a ab
ab b
  usando as propriedades VII, 17 e VII, 18. Prova a segunda parte da 
proposição que nos diz que 
2
2
a a a
b b b
  , usando a def. V, 9 e assumindo que as razões 
que resultam do quadrado de razões iguais são também iguais [provado na sua prop. 
VII, 14]. 
 
Prop. VIII, 12 
 
Entre dois números cúbicos existem dois números 
que são meios proporcionais, e o cubo tem para o 
cubo o cubo da razão que o lado tem para o lado. 
 
 Por exemplo: 
Sejam 27 e 8 dois números cúbicos, então existem dois números 
27
 e :
8
x y
x y
x y
   ou, de outra maneira, 
3
3
3
2
x y
x y
  . Já verificamos 
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anteriormente
199
 que esses números são obtidos da seguinte forma: 22 3 18x     
e 22 3 12y    . Assim 
27 18 12
18 12 8
  . 
Euclides também prova que 27 tem para 8 o cubo da razão entre os lados (3 e 2) 
ou seja, 
27 3 3 3
8 2 2 2
   . 
 
Demonstração 
Sendo 3 3 e a b  dois números cúbicos dados, basta formar os produtos 2 2 e a b ab  e 
provar que 3 2 2 3, ,  e a a b ab b  estão em proporção contínua [progressão geométrica]. 
Euclides prova-o usando, novamente, as propriedades VII, 17 e VII, 18. Prova a 
segunda parte da proposição que nos diz que 
3
3
a a a a
b b b b
   , usando a def. V, 10 e 
novamente a prop. VII, 14. 
 
No Livro IX, destacamos: 
 
Prop. IX, 20, que nos prova
200
 que o conjunto dos números primos é infinito: 
 
Números primos são mais do que qualquer 
quantidade atribuída aos números primos. 
 
As propriedades IX, 21; IX, 22 e IX, 23, que nos provam, respetivamente, o que 
podemos apresentar de um modo esquemático por: 
 Parparpar 
 Ímparparpar 
 Ímpar  ímpar ímpar 
 
Muito interessante a prop. IX, 35, que nos fornece a fórmula da soma dos termos de 
uma progressão geométrica. A saber: 
 
                                                 
199 Ver p. 57. 
200 Carlos Sá explica com muita clareza a demonstração desta proposição em [18], pp. 278-279. 
Alguns marcos históricos relativos a um conceito matemático elementar: um estudo sobre proporções 
124 
Se tantos números quantos quisermos estiverem 
em proporção contínua [progressão geométrica], e se 
o primeiro for subtraído do segundo e do último, 
então, o que restou do segundo está para o primeiro 
assim como o que restou do último está para a soma 
dos que estão antes dele. 
 
Euclides prova que: estejam 1 2 1, ,..., ,  com n na a a a n   em progressão geométrica, 
então 
1 12 1
1 2
1
;  sendo ...n n n
n
a aa a
S a a a
a S
        (soma dos termos de uma progressão 
geométrica). 
 
Deste resultado podemos inferir que: 
Sendo 
 1 1 11 12 1
1 2 1
nn
n
n
a a aa aa a
S
a S a a


  

, chamando r  à razão da progressão e 
sabendo que 1 1 01 1 1 1a a r a r a
    e que 1 11 1 1
n n
na a r a r
 
   , temos  
 
 
11 1
1 1 1 1
1 1 1
1 1 1
 ou 
1 1 1
nn n n
n
a ra r a r r
S a a a a
a r a a r r r
  
  
   
 
Que é precisamente a fórmula que atualmente ensinamos da soma dos termos de uma 
progressão geométrica: 
1
1
1
n
n
r
S a
r



 
 
A prop. IX, 36, onde se usa a proposição anterior, dá-nos a prova do método
201
 que 
vimos em Nicómaco, para a obtenção de números perfeitos: 
 
Se tantos números quantos quisermos começando 
pela unidade forem postos continuamente em 
proporção dupla, até que a soma de todos seja primo, 
e se a soma multiplicada pelo último número originar 
algum número, então esse produto será perfeito. 
 
                                                 
201 Ver p. 35. 
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Concluindo, quando falamos na palavra proporção encontramos diferenças entre 
Euclides e Nicómaco, pois para o Neopitagórico, existiam três proporções principais: a 
aritmética, a geométrica e a harmónica (e outras sete secundárias), entendemos que 
Nicómaco “estendeu” a designação de proporção ao que outros autores (Teão e 
Jamblico, por exemplo) chamavam de médias. Em Euclides encontramos a palavra 
proporção como sendo a proporção geométrica, quase sempre da forma contínua e 
não disjunta, sendo essa proporção contínua a atual progressão geométrica. Não fala 
em média aritmética nem média harmónica. 
Na atualidade, e falando nos conteúdos programáticos do nosso ensino, falamos na 
média geométrica e média aritmética, proporção (geométrica), progressão 
geométrica e progressão aritmética (onde falamos em razão geométrica e razão 
aritmética). 
Encontramos, em suma, nestes livros dos Elementos de Euclides muitos dos 
fundamentos dos métodos e definições que usamos na matemática que ensinamos no 
Ensino Básico, a vinte e cinco séculos de distância… 
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Cremos efetivamente que a História da Matemática pode dar ao professor 
uma perceção correta da própria Matemática e, simultaneamente, fazer 
dela uma ferramenta pedagógica do ensino/aprendizagem na sala de aula. 
(…) 
Acreditamos que um professor com informação e formação histórica 
poderá ser melhor professor. 
 
Estrada, M. F., & Sá, C. C., & Queiró, J. F., & Silva, M. C., & Costa, M. J. in 
 
História 
da Matemática 
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Notas Conclusivas 
A presente dissertação tinha como objetivo inicial uma incursão histórico-didática no 
conceito elementar de razão/proporção e, sem falsas modéstias, consideramos que 
atingimos, tanto quanto nos foi possível, esse objetivo. 
Mas o que retemos, e sobretudo o que ficou por fazer nesta nossa incursão, são 
horizontes bem mais amplos do que os iniciais. 
O conceito matemático de razão/proporção é basilar: 
- basilar no que diz respeito à sua elementaridade (aprende-se logo nos primeiros 
ciclos do Ensino Básico) e está, historicamente, relacionado com as primeiras atividades 
matemáticas dos seres humanos (comparar, medir, contar);  
- basilar também no que diz respeito à sua dimensão didática já que, a partir deste 
conceito, vamos, mais tarde, aprender outros que dele dependem.  
O conceito matemático de razão/proporção é por isso, hoje em dia como no passado, 
um conceito matemático estruturante na interpretação de fenómenos do mundo real e na 
resolução de problemas do quotidiano. 
Podemos destacar que ficámos, com esta nossa investigação, bem mais elucidados, 
enquanto professores, acerca da necessidade de sermos mais rigorosos, de darmos mais 
atenção às dificuldades dos alunos e de prepararmos as nossas aulas com recurso à 
história da matemática, nomeadamente aquando do ensino de conceitos elementares, 
mas tão importantes, como são os de número racional, de fração, de razão e/ou de 
proporção.  
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Percebemos a importância de distinguirmos as definições das representações dos 
conceitos matemáticos. Percebemos a arbitrariedade, a didática e a científica, das 
opções de ensino que, enquanto professores, tomamos. Percebemos a dimensão das 
incursões históricas que iniciámos e, muito especialmente, das que ainda nos faltam 
fazer. Percebemos a interdisciplinaridade de áreas científicas e sentimo-nos, por isso, 
bem mais preparadas para explorar, com outros colegas professores, áreas e temáticas 
que ainda não escrutináramos. 
Retemos, em particular, a motivação para um outro estudo/investigação de natureza 
mais nacional; queremos muito, em particular, estudar os nossos textos aritméticos dos 
séculos XVI e XVII. 
Queremos, por tudo isto, que a investigação que agora damos, por razões meramente 
académicas, como finalizada continue: se multiplique, se divida e se aplique! Fica-nos a 
certeza de que este fim é, afinal, um início onde nos reconhecemos mais curiosas, mais 
solidárias e mais confiantes. 
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Anexo 1 - Números perfeitos euclidianos (demonstração) 
Os chamados “perfeitos euclidianos” são números da forma  12 2 1n n  , sendo 
2 1n   primo, com n . 
 
Pode provar-se o seguinte: 
 
Teorema  
Qualquer perfeito euclidiano termina em 6 ou 28, quando escrito na base 10
202
. 
 
Contudo, a demonstração deste teorema envolve argumentos relativos ao conceito e 
propriedades da relação de congruência entre inteiros. É o que começaremos por 
analisar. 
 
Relação de congruência 
Def. Dois números inteiros a  e b dizem-se congruentes para o módulo m  quando 
divididos por m dão o mesmo resto. 
Escreve-se  moda b m , que se lê a  congruente com b  módulo m . 
Logo ( )a b m  (múltiplo de m ) ou | ( )m a b  [ m  divide ( )a b ]. 
 
Propriedades da relação de congruência: 
Reflexiva  moda a m  
Comutativa  moda b m   modb a m  
Transitiva  moda b m  e  modb c m   moda c m  
 
Operações com congruências 
Se , ', , '  e a a b b m  são inteiros tais que 
 ' moda a m  e  ' modb b m  então 
 1. ' '(mod )a b a b m    
                                                 
202 [2]. 
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 2. ' '(mod )ab a b m  
 
Aplicando as propriedades anteriores, prova-se facilmente o seguinte teorema: 
 
Teorema 1 
Sendo p  primo, e para quaisquer a  e b inteiros se 0(mod )ab p , então 
0(mod )a p  ou 0(mod )b p e reciprocamente. 
 
Isto equivale a dizer que sendo p primo, para quaisquer inteiros a  e b  
0(mod )ab p , é condição necessária e suficiente para que 0(mod )a p  ou 
0(mod )b p . Por outras palavras, podemos dizer que sendo p  primo e a  e b inteiros, a 
condição necessária e suficiente para |p ab  é que |p a  ou |p b . 
 
Teorema 2 
Se a  e k são números inteiros com 1k   e 1ka   é primo, então 2a   e k  é primo. 
 
Demonstração 
Se 1a  , então 1 0ka    e logo não é primo. Assim, 2a  . 
 
Mas 1 21 ( 1)( ... 1)k k ka a a a a         [divisão euclidiana] 
Se 2a   então os 2 divisores de 1ka   são próprios e 1ka   não é primo. 
Segue que se 1ka   é primo, então 2a  . 
 
Suponhamos agora que k  é composto, isto é, .k m n  com 1 e 1m n  . 
Então 1 21 ( ) 1 ( 1)[( ) ( ) ... 1]k m n m m n m n ma a a a a a           
Como 2a   e 1 m  vemos que 21 1 4 1 3 1ma a       . 
Como 1n   vemos que  
1 2[( ) ( ) ... 1] 1 2m n m n m ma a a a         
Assim  
1ka   é fatorável se k  não é primo, c.q.d 
 
Estamos agora em condições de provar o teorema que nos propusemos. 
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Teorema 3 
Se 12 (2 1)k kN   é um número perfeito euclidiano, então 2k   ou k  é ímpar, e 
ainda, 6 ou 6 (mod10), ou 28 (mod100)N   N    N     , conforme 
2, ou 1(mod4), ou 3(mod4)k  k   k   , respetivamente. 
 
Demonstração 
Do teorema 2, sabemos que 2 ou  é ímpar (uma vez que  é primo)k k k . 
Se 2 então 6k N  . 
Seja agora k  ímpar; então 1(mod4) ou 3(mod4)k k   [não há outros restos na 
divisão de k  por 4, o 2 está excluído] 
 
Consideremos as potências pares de 2, mod 10 
Temos 4 22 6(mod10) e 6 36 6(mod10)    
Logo 6 6(mod10)n  . Segue-se que  4 42 2 6 (mod10) 6(mod10)
n
n n    
Seja 1(mod4);  então 1 4k k n   , logo 
1 42 2 6(mod10)k n   e 
12 1 2 .2 1 (6.2 1)(mod10) 1(mod10)k k       
Portanto  12 2 1 6.1(mod10) 6mod(10)k k     
 
Seja agora 3(mod 4)k   
Então 3 4 1 4 2k n k n       
Por conseguinte, 1 4 2 4 22 2 2 2 6 4(mod10) 4(mod10)k n n        
Logo 14 | 2k  e portanto também divide o número formado pelos dois últimos dígitos 
de 12k  [critério de divisibilidade por 4]. 
Segue-se que o último algarismo de 12k  é 4 [porque é congruente com 4 mod 10] e 
também 4 divide o número formado pelos seus dois últimos dígitos. 
Como um número é congruente com o número formado pelos seus dois últimos 
dígitos mod 100, tem-se  
 
12 4,24,44,64 ou 84(mod100)k   e 
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12 1 2 2 1 7,47,87,27 ou 67(mod100)k k      
Consequentemente: 
 12 2 1 4 7,24 47,44 87,64 27 ou 84 67(mod100)k kN          
De outra forma  12 2 1 28,1128,3828,1728 ou 5628(mod100)k kN     
Concluímos que 
28(mod100)N  c.q.d. 
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Anexo 2 - Divisão das proporções em Álvaro Tomás
203
 
Igualdade (relação entre dois números iguais: 2:2;7:7;...)
*
Racionais  
(parte alíquota comum)
Desigualdade (relação entre dois números desiguais)
irracionais


 



 
Proporções
 
 
 
*
múltiplas
simples superparticulares
supradivisorasmaior desigualdade (1º termo>2º termo)
múltiplas superparticularesRacionais compostas
múltiplas supradivisoras
menor desigualdade (1º termo
 

  
 
 
 
<2º termo)
(acrescenta-se o prefixo na denominação)











 sub 
 
 
 
 
: ex. 2:1 pois 2 1   ; 3:1 pois 3 1      múltiplas 2 3  
 
: Ex. 3:2 pois 3 2 2   sesqui ; 4:3 pois 4 3 3  sesqui     
1 1
superparticulares áltera terceira
2 3
 
: ex. 5:3 pois 5 3 3   supra divisora ; 8:5 pois 8 5 5   supra divisora      
2 3
supradivisoras bi terceira tri quinta
3 5
 
: ex. 5:2 pois 5 2 2  sesqui   
1
múltiplas superparticulares 2 dupla áltera
2
 
 
: ex. 11:3 pois 11 3 3  supra divisora     
2
múltiplas supradivisoras 3 tripla bi terceira
3
 
 
 
 
                                                 
203 [20]. 
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Caso geral das Proporções de desigualdade Racionais 
 
 
1
1
h h h
a b e a mb b a m b com   (de maior desigualdade)
k k k
h h
a b e a b com   (de menor desigualdade)
k k
 
       
 
  
 
Cada uma destas proporções tem um nome específico subjacente aos valores de 
h
m
k
  e 
h
k
, assim, a estes valores chamam-se “denominação da proporção”. 
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Anexo 3 - O conceito de “Harmonia” na Escola Pitagórica 
O conceito de harmonia foi um conceito fundamental dentro da escola pitagórica. 
Tal como o define Nicómaco 
 
o resultado dos contrários… a unicidade da 
multiplicidade e o acordo entre os discordantes 
 
Para os Pitagóricos a harmonia é um conceito abstrato que adquire forma numérica 
nas proporções. Efetivamente, a proporção é uma relação ou “acordo” entre diferentes 
partes, que pode entender-se como a “concordância” matemática entre as diferentes 
partes ou entre as partes e o todo. Assim, as proporções são a maneira de tornar 
acessível à razão, através de relações numéricas, o princípio abstrato da harmonia. 
Além disso a harmonia foi uma ideia universal que se estendeu a todas as áreas da 
natureza e da vida humana, no entanto, a melhor e mais explícita manifestação da 
harmonia aparece na música
204
. 
As regras matemáticas a partir das quais se constrói a escala diatónica encontram-se 
desenvolvidas em diferentes fontes pitagóricas e neopitagóricas, entre as quais as obras 
de Nicómaco
205
. 
Os Pitagóricos encontraram na música a maneira de tornar acessíveis e inteligíveis 
os princípios abstratos da sua filosofia. 
O tratado de música de Boécio foi o pilar sobre o qual assentou o conhecimento 
destes temas na Idade média. Segundo Jean-Yves Guillaumin, na sua obra Instituição 
Musical diz-nos que musical é igualmente a composição do ser humano, a relação entre 
o seu corpo físico e a sua alma incorporável, é esta mistura entre o inteligível e o 
ininteligível que dita a música humana
206
. 
Durante a Idade Média a música era entendida, antes de tudo, como um saber cujos 
fundamentos residem na filosofia e na matemática e, como tal, era a doutrina da 
harmonia universal onde tudo era regido pelos números e pela proporção. 
Tal como nos diz Carlos Sá
207
 
 
                                                 
204 [39]. 
205 [17], pp. 845-848. 
206 [23], Int., p. 30. 
207 [18], p. 237. 
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O certo é que os Pitagóricos concebiam a música 
como uma ciência de índole matemática, que era 
estudada por métodos aritméticos, entre os quais 
avulta a teoria das proporções. (…) 
Para os Pitagóricos, a idealização dos fenómenos 
era prevalente em relação às perceções sensoriais. 
Em conformidade com isso, no estudo da música, a 
importância decisiva era atribuída às considerações 
aritméticas, e não ao sentido da audição. (…) 
 
Esta ilustração de um verbete de M. C. Tomasini
208
 é, de certo modo, elucidativa. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                 
208 [39], pp. 11-12. 
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Anexo 4 - Sugestões de problemas históricos para a didática 
do tema 
Apresentamos, neste contexto, alguns tópicos que encontrámos no estudo que 
desenvolvemos e que, em nossa opinião, poderão servir como modelo do uso da 
História da Matemática para o ensino. 
 
Algumas sugestões 
 
 Sobre o, denominado, “Método de subtração recíproca” ou “antifairese”209. 
Exemplo: 
1. Calcula, pelo método da subtração recíproca, o máximo divisor comum de: 
 a) 18 e 60  b) 84 e 24  c) 325 e 104 
 
2. Verifica, pelo mesmo método, se os números 90 e 77 são primos entre si. 
 
3. Calcula, pelo método de Euclides, o mínimo múltiplo comum de
210
: 
 a) 60 e 224  b) 30 e 77  c) 78 e 150 
 
 
 Sobre o, denominado, “Crivo de Eratóstenes”211. 
Exemplo: 
4. Utilizando o crivo de Eratóstenes, indica todos os números primos até 150. 
 
 
 Análise de textos/fontes primárias: definições Pitagóricas. 
Exemplo: 
5. Considera as seguintes definições dos Pitagóricos. 
                                                 
209 p. 33. 
210 p. 114. 
211 pp. 31-32. 
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Um número par é Par vezes ímpar – se pode ser dividido em duas partes iguais mas 
essas partes já não admitem mais nenhuma divisão em partes iguais. 
 
Um número par é Ímpar vezes par – se pode ser dividido em duas partes iguais, 
essas partes também podem ser divididas e às vezes também as partes dessas partes, 
mas não pode levar as divisões das suas partes até à unidade. 
 
Classifica, segundo estas definições pitagóricas, os seguintes números: 6, 24, 26, 30 e 
40. 
 
 
 A importância das demonstrações matemáticas 
Exemplo: 
Uma vez que, no 3º ciclo, já se dá alguma importância às demonstrações, poder-se-á 
aproveitar algumas pequenas generalizações que fizemos neste trabalho, 
nomeadamente:  
 A verificação que entre dois números quadrados existe sempre uma média 
geométrica, 
 A prova de algumas propriedades simples das proporções em Nicómaco, 
constituem problemas históricos interessantes. 
 
Outras sugestões de problemas 
 
1. Resolve os problemas seguinte encontrados no texto Aritmética em nove secções, 
um dos textos mais antigos do mundo, escrito por matemáticos chineses no início da era 
cristã. 
 
a) Se a taxa de troca é 50 medidas de painço por 30 de arroz tratado, qual a 
quantidade de arroz tratado correspondente a 1 tou de painço? [1 tou=10 litros] 
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b) Uma lebre corre 50 pu à frente de um cão. O cão persegue a lebre durante 125 
pu mas a lebre ainda está 30 pu adiante dele. Quanto tem ainda o cão de correr para 
apanhar a lebre? 
 
 
2. Mostra que a proporção 
2
l d l
d l d



 equivale à igualdade 2 22d l . 
 
3. Generalizando, prova que,  é o mesmo que 
a c a a c
b d b b d

 

. 
 
4. Seguindo o método dos Pitagóricos, qual o termo do meio na proporção cujos 
extremos são os dois números quadrados 36 e 64? 
 
 a) Determina esse mesmo termo médio, agora usando o método euclidiano. 
 
5. Determina  e x y , sabendo que 125
343
x y
x y
   e que 125 e 343 são números 
cúbicos. Usa o método pitagórico. 
 
6. A média harmónica, da proporção harmónica , ,a b c , obtém-se da forma 
2ac
b
a c


. 
a) Qual o termo médio da proporção 4, b, 12? 
 
b) Prova que 
2ac
b
a c


 é igual a 
1
1 1 1
2
b  
a c

 
 
 
[o inverso da média aritmética dos 
inversos] 
 
7. Numa proporção é verdade que 
16 20 16 16 20
4 5 4 4 5

  

? 
 
 
 
